9. fejezet

Kozonséges differencialegyenletek
numerikus megoldasa

Az integralas inverz mfivelete a differencialas, igy, ha
T
va) =+ [ fev) ek
To
ahol ¢ = const, akkor ezt differencilva kapjuk

Y~ feo)
mert az integralt fels6 hatara szerint differencialni agy kell, hogy a fels6
hatart behelyettesitjilk az integranduszba.
A lancszabaly szerint, ha y = f(z) és z = g(t), azaz y = f (z(t)), akkor
W_d G WL ) o)
Ha pedig y = f(z, 2) és z = g(z), akkor
dy _0f A 0fdg

de Oz  Ozdr

9.1. Motivacid

Az id6t6l fiiggs miszaki, természettudmaAnyos és gazdasagi folyamatok mate-
matikai leirasat szolgalé modellekben fontos szerepe van a kozonséges diffe-
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rencialegyenleteknek — olyannyira, hogy a ,szimulacié” szé sok szakember
szamara azt jelenti, hogy differencidlegyenleteket megoldani.

Tekintsiink egy ilyen esetet, amely szébeli informéacié szétterjedését mo-
dellezi. Ehhez hasonlé egy 1j termék eladasa egy adott orszagban.

Ahhoz, hogy az 4j hir tovabbterjedjen, kell, hogy egy ember, aki ismeri
(ezeknek stirtsége a teljes lakossagban legyen y), talalkozzon olyannal, aki
nem ismeri (értelemszerden ezeknek siirfisége 1 — y). Annak val6szintisége,
hogy ez térténik, az y(1 — y). A kontaktus eredményessége jelemezhets egy
(mondjuk: a) pozitiv konstanssal: att6l, hogy létrej6tt a hiratadés, mennyi-
vel novekedett azoknak szama (a teljes lakossaghoz képest), akik tudjak a
hirt és tovabb is adjak? Ezenkiviil arra szadmitunk, hogy minél t&bb At idét
hagyunk az informaci6atadasara, annal nagyobb lesz a stirdség névekménye:
elsd kozelitésben ez a sir(iség linearisan fog novekedni At-vel.

Ha tehéat el6bb egy t pilanatban y(t) volt a slrtiség, akkor a kontaktus
utan, a t + At pillanatban, mar

y(t+ At) = y(t) + Aey(t)(1 - y(t))
az 4j siirtiség — avagy

y(t+ AAti - y(t) = ay(t)(1 — y(t)).

Ha itt egyre kisebb At-re gondolunk és y-t differencialhaténak tekintjiik,
akkor a At — 0 hataratmenettel kovetkezik az

V() = ay(l — y) (9.1)

differencialegyenlet.

Amennyiben a t = 0 kezdeti pillanatban y(t) = 0, akkor 4j hir nem is
volt és fgy nem is tud szétterjedni: y(t) = O marad minden tovabbi t-re.
Ha viszont a strdség 1 > y(0) > 0, akkor arra szamitunk, hogy y(t) t-vel
noévekedni fog.

Ez igaz, ahogyan a differencidlegyenlet analitikus megoldasan lehet ellen-
6rizni, amelynek képlete:

1 —y(0)

1>y(0)= L > 0 vagyis 8 = 7(0)

y(t) = 155

1 0. (9.2
1+ Be—at’ >0. (92)

Ellenérizziik ezt a megoldéast!

dy 1 d1+Bety 1
T R ) PR T (e vy

—at)‘
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De
1+ fe -1 fe

L-y(t) = 1+ Beat 14 Be-ot’

ﬁ —at
Oty(]. e y) = am—%‘é:w.

és {gy valéban

Eszerint a (9.2) képlet adja a (9.1) differencidlegyenlet megoldasat, és az y(0)
kezdetiértékbol a § konstanst meg tudjuk hatérozni.

Kovetkezonek egy mechanikai példat emlitiink, egy rugén felfiiggesztett

testet. A fiiggetlen valtozo a t id6, = a keresett fiiggvény: a test kitérése a

norméalhelyzetbél, és & := % annak ¢ szerinti derivéltja (a test sebessége),

valamint Z a ¢ szerinti masodik derivaltja (a test gyorsulasa). Egy r& taggal
a strlodast is figyelembe vessziik, valamint az f(¢) kiils6 er6t:

mi +ri + kx = f(t).

Az m (t6meg) és k (rugoallandé) konstansokrol feltessziik, hogy pozitivak.
Ezt a masodrendd egyenletet elsérendii egyenletek rendszerébe alakitjuk
at, a kovetkezs jeloléseket hasznélva:

y1(t) == z(t), wo(t) := £(2),
ugyhogy
y'l = i:yz,
L1, _1
U = x_;(—ra: kz+f)—m( Ty2 — ky1 + f).

Ezt vektoralakban Gsszefoglalva:

1=() 440 700

kapjuk a differencislegyenletek rendszerét:
y=Ay+g.

Kémiai folyamatok is leirhatok differencilegyenletekbsl! allé rendszerek se-
gitségével, de ezek — eltekintve a legegyszeribb esetekt6l — nemlinearisak,
példaul a kérnyezetvédelem szempontjabol fontos szmog-modellek, amelyek-
ben kb. 60 reakci6t és komponenst kell figyelembe venni.

Példaink a kozonséges differencidlegyenleteknek két probléméajat mutat-
jak meg (amelyek megnehezitik, ill. gyakorlatilag lehetetlenné teszik az ana-
litikus megoldast):

1) tipikusan rendszerekrél van sz6;

2) az egyenletek gyakran nemlinearisak a keresett valtozékban.
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9.2. Kezdetiérték feladatok

Ahogyan példaink mutatjak, a differencidlegyenlet informéaciét ad a keresett
y(z) fiiggvény derivaltjarol, de nem adja meg azt kozvetleniil. A tipikus alak

dy
!
=— = 3
Y=o =fzy), (9.3)
ahol f(z,y) adott fiiggvény és keresett az y(z) fiiggvény, pl. a [0, 1] inter-
vallumban. Ha ma4s intervallum érdekes, pl. az [zo,z.] intervallum, akkor
az T = 1o + (T — o)t transzformécioval az elSzére tudjuk visszavezetni
(t € [0,1]). Ekkor ugyanis

y(z) = y(zo + (zL — To)t) =: 2(t), f(z, "J_) = f(zo+ (-’CL — Zo)t, 2),

igy
dz__dy_c_lgd:r__ PR B o .
E—_(E_dxzf_f(x'y) (zL a:o)-—‘f(:co+(:cL Zo)t, 2)-(zp— o) =: g(t, 2).

Ez lényegében ugyanolyan differencislegyenlet, mint az eredeti.

Maga a (9.3) egyenlet bizony nem elég ahhoz, hogy a keresett y fiiggvényt
egyértelmten megkapjuk, még abban a legegyszertibb esetben sem, amikor
f(z,y) azonosan nulla: ilyenkor vilagos, hogy y(z) = const az &ltalanos
megold4s, mert egy (derivalhato) fliiggvény derivaltja pontosan akkor nulla,
ha az a fiiggvény konstans. De hogy mennyi a konstans, azt az ¢y’ = 0
differencislegyenlet nem mondja meg. Tehat tovabbi informaci6 kell még.

Egy ilyen adat, amellyel gyakran rendelkeziink, az y(0) kezdetiérték.
A (9.1) differencialegyenlet (9.2) megoldasaban ez az érték mint paraméter
szerepel, amelynek figyelembevétele utan a megoldas meg van hatérozva.

A mechanikai példaban az y(0) egy vektor, amely tartalmazza az z(0)
kezdeti helyzetet és a %(0) kezdeti sebességet. Itt egy explicit megoldési
képlet elég bonyolult lenne, de fizikailag vilagos, hogy a kezdeti pozicié és
- sebesség nélkiil nincsen teljes informacionk a felfiiggesztett test allapotarol.

Matematikailag viszont azért kivetkezik, hogy egy kezdetiérték meghats-
rozza a megoldast, mert a (9.3) egyenlet integralja

u(z) - y(z0) = / " f,u(t)) de. (9.4)

Ez a képlet mutatja, hogy a lehetséges megoldasok koziil egyet tigy valasztha-~
tunk ki, hogyha valamelyik 2o, pontban a megoldas y(zo) értékét megadjuk,
pl. zo = O-ban.

- Ezzel a kezdetiérték feladat teljes:
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Keresett a (9.3) differencidlegyenlet azon megolddsa, amely O-ban egy
adott y(0) értéket vesz fel:

Z—z = f(z,y(z)), y(0) adott, y(z) keresett z € [0, 1)-re. (9.5)
Az y(0) megadésa utan, amennyiben f nem fiigg y-t6l, a (9.4) kdzvetleniil
mutatja a megoldas képletét: y(x) = y(0) + [; F(t) dt. Itt persze lehetséges,
hogy az integrandusz torzsfiiggvénye ismeretlen — ami miatt egy numerikus
kozelitésre kell gondolnunk.

De az 4ltaldnos esetben is, amikor f fiigghet y-t6l, y(0) megadéasa utén a
megoldas meg van hatérozva, és a megoldas kozelit6 meghatarozasat (9.4)-
bél éppen az alabbiakban fogjuk tanulni.

Ahhoz viszont, hogy (9.4) matematikailag értelmes legyen, bizonyos felté-
telek kellenek f-re nézve — ahogyan nem létezik minden egyvaltozos fiiggvény
integralja sem, hanem csak a Riemann-integralhaté fiiggvényekeé.

A kdzonséges differencislegyenleteknél célszerd, a kovetkez (elégséges)
feltételekbél kiindulni:

1) £:[0,1] x R — R legyen folytonos az els§ arguméntumaban (ez z),
és

2) Lipschitz-folytonos a mésodikban (ez y):

[f(z,9) — f(z,2)] < Lly — 2| minden z € [0,1] és y, 2 € R-re.

Ebben a mésodik feltételben y vagy z nem a megoldss, nem fiiggvények,
hanem barmely két val6s szam. Az is elég, ha a Lipschitz-folytonossag felté-
telében y és z minden olyan érték, amelyet a megoldas fel tudna venni.

A fenti két elégséges feltétel — z szerinti folytonossag és y szerinti
Lipschitz-folytonossdg — nemcsak a (9.5) kezdetiérték feladat
megoldasanak létezését biztosftja, hanem az egyértelmtiségét
is.

Példak: Elsoként vizsgaljuk a (9.1) egyenlet f = f(y) = ay(l - ¥)
jobboldalat. A fenti ket feltétel kozill az els6 teljesiil: az f (z,y) = ay(l —
y) fiiggvény z-re nézve konstans, tehat folytonos. Vizsgaljuk a fliggvény y
szerinti Lipschitz-folytonossagat is:

f@)-f(2) =a(y(l-y)-2(1-2)) = aly—2-9*+2*) = a(y-2)(1 -y —2),

igy
|f(y) = f(2)l < aly — 2|1 —y - 2|,
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vagyis: f 4ltalaban nem Lipschitz-folytonos, mert |1 —y — z| tetszSlegesen
nagy lehet. De amennyiben eleve tudjuk, hogy 0 < v,z < 1 (mint ahogyan
az explicit megoldasi képletbél kovetkezik 0 < y < 1, ha 0 < y(0) < 1), akkor
viszont |1 —y — 2| < 1, tehat

If () = f(2)l < aly -2,

vagyis ilyen argumentumokra f Lipschitz-folytonos és a =: L a Lipschitz-
alland6. Ez azért megnyugtaté a (9.2) pontos megoldas ismeretében, mert
akkor ez az egyetlen megoldas, ha 0 < y(0) < 1.

Masodik példaként nézziik azt az esetet, hogy f(z,y) = /¥, az interval-
lum [0, 1] és a kezdetiérték y(0) = 0. Tehat a kezdetiérték feladat:

¥=v4 0<z<1, y(0)=0.

Azt allitjuk, hogy ennek a feladatnak kettd megoldasa van:

1) y = 0, ami vilagos, hiszen ekkor ¢’ =0 és f(z,y) = 0.

2) y = (%)2 Most ¢/ = 2";543 =2 =2 ami éppen /y.
Mindkét megoldas a kezdetiértéket is felveszi. A fenti két feltétel koziil az
elsé teljesiil: az f(z,y) = /vy fiiggvény z-re nézve megint konstans, tehat
folytonos. A probléma most is az y szerinti Lipschitz-folytonossag: ha példaul
y > 0és z >0, akkor

= Si—z= 2 E
f@) - &) =vi-V=z AT

igy

= 2 ly—2l
)~ 10 = e <
és ﬁ < L = const kellene ahhoz, hogy ez az f Lipschitz-folytonos lehessen
- ami viszont csak akkor igaz, ha y > yo > 0. De esetiinkben y kezdetiértéke
éppen 0.
A példa mutatja, hogy ha nincs Lipschitz-folytonossag, akkor lehet, hogy
nincs unicitas. .

9.3. Az Euler-mddszer
Most fordulunk a differencislegyenletek numerikus megoldasahoz. Ekkor azt

fogjuk feltenni, hogy f méasodik argumentuménak Lipschitz-folytonos fiiggvé-
nye, mert egyébként az a probléma tdmadhat, hogy nincs unicitas. Ezenfeliil
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Y !
v & hf(0,y(0
Y0y RICMO)
h
0 x1=h

9.1. 4bra. Az Euler-médszer elsé lépése

tovabbi differencidlhat6sagi feltételekre lesz sziikségiink, hasonléan mint a
numerikus integralasnal.

A (9.5) alakt kezdetiérték feladat numerikus megoldasat szolgaltat6 leg-
egyszer(ibb eljaras az Euler-modszer, amelynek bevezetéséhez feltesziik, hogy
n=1.

Az alapvet6 6tlet az, hogy a differencislegyenlet kezdetiérték feladatabol
kiszamithat6 a keresett y(z) fliggvény derivaltja az zo := 0 pontban: y'(0) =
f(0,y(0)). Ha ebben az iranyban tesziink egy kis h lépést eldre (Id. a 9.1.
abrat): p
1 =Zo+h="h, y1 =90+ hf(0,%), vo:=y(0),

akkor altalaban csak kis, mégpedig h-ban masodrendd hibat kévetiink el (erre
lejjebb visszatériink).

Ezutan hasonl6 helyzetben vagyunk, mint az elején: rendelkeziink egy
ponttal az z,y-sikon, amelyen keresztiil (most mar csak kézelitSleg) vonul
a keresett fiiggvény, és a differencislegyenlet segitségével kiszamithatjuk a
derivalt értékét az adott pontban. Ennek segitségével tjra kozelithetjiik a
megold4st egy h hosszd szakaszon:

Ta=z1+h=h, yo =y +hf(z,41),
jra egy masodrendi hibat elkdvetve. Altalaban az
Tiv1 = Ti + R, Yir1 =y + hf(zi, u:) (9.6)

képletek szerint dolgozunk.
A masodrendd hibék a legrosszabb esetben ¢sszead6dnak, és ha mar egy
1/h-val 6sszemérhets 1épésszamot megtettiink, akkor az 6sszhiba mar csak
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elsérendd lesz h-ban (erre lejjebb visszatériink) — ami kicsi h esetén még
elfogadhat6 hiba lehet.

9.3.1. Az Euler-médszer algoritmusa, tesztfeladatok

Pszeudokéd formajaban megfogalmazva az egész eljarast, a kovetkezd lépé-
sek adédnak, mint az explicit Euler-mddszer algoritmusa, ha az egész [0, 1]
intervallumot NV darab h hosszt intervallumra osztjuk fel és minden z; = ih
osztopontra szerziink egy vy; értéket, amely reményiink szerint kdzelfti a pon-
tos megoldas megfelels y(z;) értékét:

‘Adott 2o = 0, yo = y(0) és a differencilegyenlet f(z,y) jobboldalat
kiszamito eljaras, tovabba N > 1, az intervallumok szama.

1. p:==0, h:=1/N

2.4=0,1,...,N-1

3. [xi+1 =x; + h

4 Y=y +hf(z,y) i

5. [stop: eredmény (zo,%0), (z1,%1),-- -, (&N, ¥N) |
Mint tesztelési példat elsdnek olyan esetet emlitiink, amikor az Euler-
médszer hiba nélkiil adja a pontos megold4s értékeit az z; pontokban, mert
f konstans: : .
y¥=1, z€[0,1], y(0)=0. (9.7)

Ezen differencislegyenlet 4ltalanos megolddsa y = z + a, ahol a = const.
De a kezdetiérték miatt ez a konstans O kell, hogy legyen. Vagyis y = z a
kezdetiérték feladat megoldasa, és ezt vissza kell kapnunk a programbol -
kerekitési hibakat nem szamitva.

Masodik tesztelési példanak tekintsiik az

y' =Ly, z€0,1], y(0)=1 (9.8)
kezdetlerték feladatot, amelyben L = const > 0. Ennek megoldéasa y(z) =

¥, igyhogy nem nehéz a pontos megoldassal 6sszehasonlitani a numerikus
megoldést Legyen pl. L = 10, akkor 6 szdmjegyre

a) h=0.1: b) h=0.05:

T; y(xi) Yi Z; y(xi) Yi
0.1 1271828 2 0.05 | 1.64872 1.50000
0.2 | 7.38906 4 0.1 | 2.71828 2.25000

8

0.3 | 20.0855 0.15 | 4.48169 3.37500

1.0 | 22026.5 1024 1.0 | 22026.5 3325.26
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Az eredmények tehat elég tavol vannak a pontost6l, viszont a program
tesztelésére alkalmasak. De folytassuk a szamitast kisebb h = 1/N-érté-
kekkel, mindig dupldzva az intervallumok N szamat! A kovetkezd tablazat
szembedllitja az zxy = 1 = Nh-ra kapott numerikus értékeket és ey :=
|y(zn) —yn| hibajukat. A pontos megoldasi érték kerekitve y(zy) = 22026.5
minden esethben. A tablazat utols6 oszlopaban mutatjuk a jelenlegi és az
eldz6 hiba hanyadosat.

N . h YN ey en/ens2
10 0.1 1024 21002.5 -
20 0.05 3325.26 18701.24 | 0.8904
40 0.025 7523.16 14503.34 | 0.7755
80 0.0125 12365.2  9661.3 0.6661
160 0.00625 | 16316.6 5709.9 0.5910
320 0.003125 | 18900.3 3126.0 0.5475
640 0.0015625 | 20387.5 1639.0 0.5243

Ez a tablat azt mutatja, hogy bar a konvergencia lasst, de val6ban el-
sérendli: a jelenlegi és az el6z6 hiba hanyadosa kozeledik 0.5 felé, vagyis:
éppen gy viselkedik, mint a h lépéstavolsag, amelyet minden szamitasban
feleztiink. A mindenkori h-val kifejezve az utols6 két hiba példaul

e3z ~ 1000384 - h, egqo = 1048960 - h. (9.9)

Az Euler-médszert rendszerekre is alkalmazhatjuk: ekkory € R", f € R
és (9.6)-ban mind az y;-k és f(z:, yi)-k vektorok, tehat az vy = yi+hf(zi, v:)
képlet egy ciklust takar, amely mondjuk j indexszel fut 1-t6l n-ig.
" Ekkor, amennyiben csak az utols6 z-értékre érdekel benniinket az ered-
mény, akkor az Gj z- és y-értékekkel feliilirhatjuk a régieket, és rendszerek
esetén ez nagy killénbség a tarigény szempontjabol.

9.4. Az Euler-médszer hibaelemzése

Az Euler-médszert tgy is felfoghatjuk, hogy a (9.3) differencislegyenletben
az y derivaltjat az 4.n. haladd differenciahdnyadossal helyettesitettiik:

et B0 e o)
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Az eltérés ezen relacié bal és jobb oldala k6zott az Euler-mddszer képlethi-
bdja: )

Tiv1) — Yz

9(zi, h) = gi == ﬂ'i)',-l—(— = flzi, y(z:)).
A (9.7) differencidlegyenlethez tartoz6 képlethiba pl. g; = 0, mert ekkor
y(z) = z, f(z,y) = 1, és a haladé6 differenciahanyados hiba nélkiil adja a
derivaltat egyszertien azért, mert az konstans:
Tit1 — T4

_ _(i+1)h—ih
§i=—Fp——~ 1= 3
A (9.8) differencislegyenlethez tartoz6 képlethiba viszont nem nulla. Ekkor
y(z) = el®, f(z,y) = Ly = Le** volt, és a haladé differenciahanyados csak
hibaval adja a derivaltat:

Lx; Lz, Lh
e~ i+l e %i ] ) e —_ 1
g = ——-—————LeL”"=eL’”‘( - L

1=0.

h h
Lo (1 +Lh+ 3(Lh)* + O(R%) —1 L)
h

fl

= el (L + -;-L2h + O(h?) — L) = O(h).

A képlethibanak az a jelent8sége, hogy segitségével becsiilhetd a numerikus
megoldas e; := y(z;) — y; hibja:

leir] < Pt [160| +y |gk|hJ : ' (9.10)
k=0

Ezen ugynevezett stabilitdsi becslés levezetéséhez elég mindéssze azt feltenni,

hogy f a méasodik argumentumaban Lipschitz-folytonos, L Lipschitz-allan-

déval. '

Innen kaphatjuk a modszer konvergenci4jat, ha tébbet tesziink fel f-rél:
legyen f(z,y) mindkét argumentuma szerint folytonosan derivalhato. Ez
egyben biztositja az analitikus megoldés létezését és unicitasat is, mert ekkor
f Lipschitz-folytonos y-ban, tovibb4 az y megoldas ekkor kétszer folytonosan
differencialhaté:

"__ a_f Of dy

Bz + By dz’
a lancszabély alapjan. Innen latjuk, hogy valéban y” folytonos. Ezt hasznal-
juk ki y(z;4+1) Taylor-sorfejtésében:

yl = f(:c,y(z)), Yy (911)

h2
y(@i+h) = y(@) + by (2 + 59 (@: + Oih),
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ahol 0 < ¥; < 1. Ezutan innen kapjuk a g(z;, h) képlethibsnak az z; koriili
Taylor-sorfejtését:

hgs =yl +h) —y(@) — hf(zi,y(z))
h2
= [y(=z:) + hy'(z:) + ‘2"9"(331' + 9:h)] — y(z:) — hy' (),
ahol figyelembe vettiik, hogy a (9.3) differencialegyenlet szerint f(z,y(z)) =
y'(z). Tehat

h
|g:l = —ly”(wz +Oh) < gMa,  Mpi= r{gaﬁcly"(fﬂ)l-
Amit itt le lehet olvasni: hogy az Euler-moédszer képlethibaja h-val egyiitt
nulldhoz tart, ezt a tulajdonsagot Ggy emlitjiik, hogy az Euler-modszer kon-
zisztens.
Most a g; becslését (9.10)-be helyettesitjiik be:

leol + Z|9k|h} <et [|€0| + Mzzh] [leol + gM2] ,

k=0 k=0
(9.12)

leip1] < elmin

mert 3 _h=(i+1)h =124y <1

Figyelmeztetés: e;+1 = y(Zi+1) — ¥i+1 a hiba, elait < el az exponencialis
fiiggveny értéke.

(9.12)-bdl azt olvassuk le, hogy eg = y(0) —yo # O esetén a konvergenciat
nem tudjuk garantilni: ha yo eltér y(0)-t6l, akkor a késébbiekben ez az eltérés
még néhet is. Ez a megjegyzés akkor fontos, ha a pontos y(0) érték nem all
rendelkezésiinkre, mert az egy méasik feladat eredménye és, mint ilyen, hib4val
terhelt.

Ha viszont ey = 0, akkor (9.12)-b6l |eir1] < el2M, marad, és innen
latjuk, hogy e;1 — 0, amikor h — 0. Ekkor tehat a konvergencia kévetkezik.

Alkalmazzuk a (9.12) hibabecslésiinket a (9.8) differencislegyenlet nume-
rikus megoldéasara!

Ekkor L =10, M; = y"(1) = L?" ~ 2202646.6, e-*2 ~2.4.-10%.

Osszehasonhtva a (9.9) szamitasi eredményiinkkel a hlbabecsles koriilbe-
liil el ~ 22026.6-szerese az ott kapott értéknek, de a hiba h-ban elsérendd-
ségét bizonyitja.

Felhivjuk a figyelmet a kovetkezdre: a konvergencia nem fiigg 3o konkrét
értékétsl, csak legyen yo = y(0), ezenkiviil a konvergencia nem fiigg a konkrét
f-t6l: csak legyen az folytonosan differencialhaté.
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Tovabba, a numerikus eredmény az {y;}~, sorozat, és annak konvergen-
cidjat varjuk az y(z) fiiggvényhez, pontosabban annak {y(z;)}Y, értékei-
hez. A konvergencia ellendrzéséhez a [0, 1] intervallum valamelyik feloszté-
sdban az r; = th = z, pontot régzftjiik, ahol ¢ = i(h,z.). A kés6bbiekben
i(h,z,) = 0o, ha h — 0. A gyakorlati szamftasn4l a legcélszerdbb a felosztas
intervallumszdmat duplazni, a h lépéskozt felosztds utan h/2-vel szamitva
stb.

Osszefoglalas: az Euler-médszer tulajdonsagai.
a) Ha az f fliggvény y-ban Lipschitz-folytonos L Lipschitz-allandéval,
akkor az Euler-médszer stabil: érvényes

i-1
le:] < b= (IGOI + Zlgklh) :

k=0

b) Ha y € C? (pl. amikor f € C*{[0,1] x R}), akkor az Euler-médszer
konzisztens: a gi lokalis hibéira igaz

h —_ o— "
lge| < ‘2—M2 =0(h), M,:= Iféaﬁ( ly" (z)].

c) wkonzisztencia + stabilitss = konvergencia™ Ha ey = 0 és y € C?,
akkor a [0, 1] intervallumon az Euler-médszer konvergens:

h
lei| = |y(z:) — w] < eL§M2 = O(h).

A moédszer konvergenciarendje eszerint 1, amit ,Jasst de biztos™nak lehet
jellemezni.

9.5. A javitott Euler-moédszer

Lasst konvergencisja miatt (Id. fent a sz&mit4si eredményeket a masodik
tesztfeladathoz) az Euler-moédszert ritkdn alkalmazzak, pl. akkor, amikor a
feladat nemlinearis és olyan nagyméreti, hogy jobb (magasabbrendt) méd-
szerek bevetése lehetetlen; a médszert viszont a kivetkez6 médon javithatjuk.

Elgszér csak egy fél Euler-lépést tesziink meg, majd a kapott pontban
Gjra szdmitjuk az f értékét, a megoldéds derivaltjat — és ezzel a meredekség-
gel tesszitk meg az egész lépést (z;,9:)-bol. A fél lépés elvisz az [z, Tit]
intervallum kézepére, és a szimmetria alapjan remélhet;jiik, hogy az ott ki-
szam{tott meredekség masodrendd pontossagot hoz.

Képletekkel (1d. a 9.2. abrat):
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9.2. 4bra. A javitott Euler-médszer elsé lépése
a) a fél Euler-lépés:

h h
Tistp =Tit g, Y=Y+ -2-f(93i, i),

b) az egész lépés Gj meredekséggel:

T =%+ h, yig=y+ hf($i+1/2, yi+1/2)-
Ezen modszer lokalis hibajat, a 9.4. pontban megtargyalt Euler-médszerhez
hasonléan, a kovetkez8képpen definidljuk:

T — Yx;
g(zih) =g = —__y( H)h u( )—kz,

ky = flzi,y(z:)), ko= flzi + g:y(zi) + %kx)-

A javitott Euler-moédszer képlethibajanak vizsgalatahoz feltessziik, hogy f
legyen kétszer folytonosan differencidlhaté mindkét valtozéja szerint, és igy
y haromszor folytonosan differencislhatéd z szerint.

A tovabbiakban kellene tudni a kétvaltozos f fliggvény Taylor-sorfejtését.
Ezt viszont vissza lehet vezetni az egyvaltozos esetre. Ami minket érdekelni
fog, az f(z + 0z,y + dy) sorfejtése az (z,y) helyen. Vezessiik be a kovetkezd
F(t) segédfiiggvényt:

(9.13)

F(t) := f(z + tdz,y + tdy),
ahol az egyszeriiség kedvéért z; helyett z-et irtuk, y(z;) helyett y-t, és
h h

h
7 = oz, 5k = ‘é‘f(xiyy(xi)) =: 0y.
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Ekkor ky = F(1) = f(z + dz,y + dy) sorfejtése a t = O helyen hasznos lesz.
Ez a kovetkez6 alakot nyer, ha a masodik derivaltakkal irjuk fel a hibatagot:

2
F(0) +tF'(0) + %F”(ﬁt) (ahol 0 < 9 < 1)
flz,y) + t[f20z + f,69] (z,y)
t2
+§ [fméat:2 + 2 fo 020y + fyydyz] (z + Vtdz, y + dtdy).

F(t)

Itt a parcidlis derivaltakat als6 indexszel jeloltiik, pl. fr, = —Laa2a , valamint
oY
felhasznaltuk, hogy

d(z + téz)
dt

d(y + téy)

=z, p”

= fy

és igy a lancszabaly szerint

to d té
F'it) = |f: d(z + a:) + £, (y + tdy) (z +téz,y + tdy)
= [fubz+ fy5y] (z +tdz,y + tdy),
dF’
F'(t) = = = [faeb2® + 2fxy5z6y + fy0y?] (z + tz,y + téy).

Az el6z6 relaciokba helyettesitve a

h h h
t=1, z=u1;, y=y(z), oz = > oy = §k1 = Ef(xi)y(mi))

kifejezéseket, kapjuk

ks = F(1)=F(©)+ F’(O) + lF"(a)

= (23,, y(a:,)) + [fz + fyf] (zi: y(x@)) + O(h2)a
mert
F0) = 2 (e 4 2 + £ ) 4+ 960,y 4+ 9650) = O(4)

amikor feltevésiink szerint f kétszer folytonosan differencialhat6. Figyelembe
véve (9.11)-et, végiil is azt kapjuk, hogy

b = (o @)+ s + ful) (20 y(a) + O0R2) = ¥ )+ oy () + 0.
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Most a (9.13)-ban definialt g; sorfejtését az (z;,y(x;)) helyen dssze tudjuk
allitani:

0 = 3 (vl + @) + Sor@) +00) -4tz
~ (V@) + 9(e0 + 00 ) = 0082

Ez azt jelenti, hogy a javitott Euler-modszer konzisztens.

Mivel a médszerre hasonl6 stabilitasi becslés érvényes, mint az Euler-
modszerre, a méasodrendd konvergencia kévetkezik.

Ugyanazzal a (9.8) feladatra vonatkozdé szdmitasi példdval, mint ame-
lyet az Euler-moédszernél hasznaltuk, a javitott Euler-médszer pontossagat is
szemléltetjiik:

a) h=0.1: b) h=0.05:
T | y(z) Yi z; | y(z:) Yi
0.11]2.71828 2.50000 0.05 | 1.64872 1.62500
0.2 | 7.38906 6.25000 0.1 | 2.71828 2.64063
0.3 | 20.0855 15.6250 0.15 | 4.48169 4.29102
1.0 | 22026.5 9536.74 1.0 | 22026.5 16484.2

Ezenkiviil olyan tablazatot is mutatunk (mint az Euler-médszer esetén),
amely az ey := |y(zn) — yn| hiba viselkedését mutatja N fiiggvényében:

N h YN en |en/enp
10 0.1 9536.74 12489.8 -
20 0.05 16484.2 5542.29 | 0.4437
40  0.025 |20200.2 1826.29 | 0.3295
80  0.0125 |21510.1 516.357 | 0.2827
160  0.00625 | 21890.0 136.423 | 0.2642
320 0.003125 | 21991.5 34.9928 | 0.2565
640 0.0015625 | 22017.6 8.85644 | 0.2531

A tablazat mutatja a masodrendd konvergenciadt: a mindenkori és az
el6z6 hiba hanyadosa kézeledik 0.25 felé, tehat tgy viselkedik, mint a h2.
Amilyen hibat ér el a javitott Euler-moédszer N = 40-nel, azt az Euler-
modszer (kozelitSleg) N = 640-nel éri el. Kozben ehhez a javitott Euler-
mébdszernek 80 fiiggvénykiértékelésre van sziiksége, az Euler-modszernek 640-
re, vagyis elkényvelhetjiik: ezen a példan a javitott Euler-moédszer kb. 8-szor
hatékonyabb.
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A javitott Euler-moédszer példajabol azt latjuk, hogy egynél magasabb-
rendid médszer is konstrualhat6 anélkiil, hogy az f derivaltjainak képletére
sziikség lenne.

Ezt az utat lehet &ltalsnositani. Igy kapjuk az egyik legismertebb eljs--
rast kozonséges differencislegyenletek numerikus megoldésara, a negyedrendi
Runge-Kutta-mddszert:

El@szor definidljuk az alabbi k-szamokat (rendszer esetén vektorokat):

ky = f(zi,v),
h h
ky = f(z:+ -2‘,?/:' + —kl),

k3 = f(zt v y; + = k2)
k4 = f(xt + h7 Yi + hk3)

Ezeket a k; szdmokat linearisan kombinédlva az 6j y-értéket igy szamitjuk ki:

Yit1 = (’C1 + 2ky + 2k3 + k4)

Nem véletlen, hogy az x4,/ ponthoz tartozd f-értékek Osszesen négyszeres
sullyal szerepelnek, mig az [z;, 2,4, intervallum végpontjaihoz tartoz6 f-
értékek csak egyszeres sillyal: ez a Simpson-féle kvadratiraképletnek felel
meg.

A negyedrendd Runge-Kutta-mé6dszer esetén is mutatjuk a (9.8) feladat
szamit4sanal kapott eredményeket:

a) h=0.1: b) h=0.05:

T | y(z:) Yi T | y(z:) Yi
0.1 271828 2.70833 0.05 | 1.64872 1.64844
0.2 | 7.38906 7.33507 0.1 | 2.71828 2.71735
0.3 | 20.0855 19.8658 0.15 | 4.48169 4.47938
1.0 § 22026.5 21233.5 1.0 | 22026.5 21950.8

Itt mér érdemes a numerikus eredmények helyes szdmjegyeit alahiizni.

9.6. Az implicit Euler-médszer

Tekintsiik most az y' = f(z,y) egyenlet kdzelits megoldasat az Ggynevezett
implicit Euler-moédszerrel, vagyis az

Yie1 = Y + hf(Ti1, Yiv1) (9.14)
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képlet segitségével, amelynek jobb oldalan a keresett y;41 érték is eléfordul.
Ugy, mint az eredeti Euler médszer (amit a megkiilonboztetés miatt expli-
citnek is hivunk), az implicit Euler-médszer is konzistens és konvergencia
rendje 1.

Az explicit Euler-médszerrel szemben az a hatranya, hogy hasznilata egy
(altalaban: nemlinearis) egyenlet megoldasaval jar. Ez a hatrany csokken,
amikor line4ris differencidlegyenletek rendszerérdl van sz6.

9.6.1. Az implicit Euler-médszer linearis rendszerekre
Legyeny € R"és f: [0, 1] xIR™ — IR™, mégpedig f(z,y) = Ay+g(z), A€
Rﬂx’l:

-y = Ay +g(2).
Ekkor az implicit Euler-moédszer igen fontos abban az esetben, amikor az A

matrix rosszul kondicionalt és sajatértékei negativak.
A mobdszer most a kivetkez6 alakot veszi fel:

Yitr = ¥i + h[Ayip1 + 9(ziga)],
és a még ismeretlen y;,; vektort dtrendezve kapjuk
(I = hAlyir1 = yi + hg(is1), (9.15)

ahol I az n x n-es egységmétnx

Az itt balra all6 matrix LU-felbont4sat szamitjuk ki, majd megoldjuk a
rendszert. Mivel A nem fiigg z-t6], ezt a felbontést elegendd egyszer az elején
elvégezni. '

A modszer elényét az explicit Euler-médszerrel szemben abban a legegy-
szeriibb esetben fogjuk elmagyarazni, amikor n = 1, tehat csak egy differen-
cislegyenlet van és g sem fiigg z-t6l, vagyis A és g szamok.

Legyen g > 0, és A-r6l feltessziik, hogy negativ: A = —q, ¢ > 0. A
differencialegyenletiink tehat (n = 1 miatt J = 1):

y' = g — qy, megoldésa y(0) = 0 esetén: y(z) = —‘;Z (1—e ). (9.16)
Ez a fiiggvény monoton m6don novekszik és z — oco-re g-hoz tart. Esetlink-
ben (9.15) alakja: ’

¥i + hg
1+hg’

Ebbdl azt latjuk, hogy y:41 kiszdmitasaval semmi probléma nincs, és y; > 0-
val és g > O-val egyiitt y;41 is pozitiv.

(1 + hqlyis1 = yi + hg, vagyis ¥y =
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. 3 /
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N iy i x

explicit Euler

9.3. dbra. Pontos megoldés, explicit és implicit Euler-médszer eredménye:
y'=g-qy, g=q=25, h=0.1

Most ugyanazt a differencislegyenletet az explicit Euler-médszerrel pro-
baljuk megoldani:

Yir1 = ¥ + h(g — qui) = vi(1 — qh) + hg.

Korabbi eredményeink szerint az elsérendii konvergencia itt garantalt, de a
képlet mutatja, hogy 1 — gh < —1 esetén névekvs oszcillacidk keletkeznek.
Ez nem céfolja a konvergenciat, mert A — O-kor bizonyara 1 — gh — +1 lesz,
de a szadmitégépen véges h-val dolgozunk, és ekkor kénnyen megtorténhet,
hogy hq > 2, kiilondsen, ha g nagy, 1d. a 9.3 abrat.

A numerikus megoldas itt két okbél is elfogadhatatlan: nem marad korla-
tos i — oo esetén, ezenkiviil oszcilldcidkat mutat — holott a pontos megoldas
monoton médon kozeledik egy konstanshoz, amikor z — oo.

Amikor, mint a fenti példaban, csak egy egyenletrél van sz6, egy transz-
formaci6val a nagy g-t el tudjuk tiintetni: legyen t = gz az 4j fiiggetlen
valtozé. Ekkor

t ) dz _dydz 1 1 g
z= Ye@) =20, Z ==y (x)a = 5(9 - qy) = Pl

Az ilyen transzformaciénak viszont nincs a kivant hatasa rendszerek esetén.
Nézziink erre egy példat! A kezdetiérték feladat legyen

V= (a0 fn)re () vo=()

Az itteni matrix megfelel annak, amit az elején mint az explicit Euler-médszer
szdmara problémas esetet emlitettiink: sajatértékei negativak (konkrétan
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sajatértékei -1 és-1001), és a matrix mérsékelten rosszul kondicionalt, ugyanis
cond A = 1001. A fenti transzformacioval az A méatrix elé lehet egy szorzét
vinni — de ett6l nem valtozik a kondicidészama.

Az Euler-moédszer esetén akkor nem lesz gond, ha h elég kicsi:

- a numerikus megold4s korlatos marad, ha h < 171%-7! = &5, de ekkor
még lehetnek oszcillaciok;

- nincsenek oszcillaciék a numerikus megoldasban, ha h < T'\—mla_z—l = s,

Ez mér egy elég kellemetlen korlatozas, ami konnyen fokozhat6 (ha-501 és
500 helyett a matrixban -5001 és 5000 411, akkor az utobbi korlat kb < ma7-Te
valtozik, stb). Mivel a pontos megoldas

38/ 1Y o0 of1) . L (38
y(x)“ﬁ(—l)e +3(1>e 77(39’

abban lehetne reménykedni, hogy miutan az a rész a megoldasban, amely
kapesolatos a -1001 sajatértékkel, jelentéktelenné valt, nagyobb lépéssel le-
hetne haladni az explicit Euler-moédszerrel is. De ez tévedés, mert a matrix
nem valtozott és a névekvs oszcillaciék most is beindulnak.

Az a probléma, hogy a numerikus megoldas nem marad korlatos i — oo
esetén, az nem tiinik el m4s explicit médszer hasznalatidkor sem. Vegyiik pl.
a javitott Euler-mo6dszert. Ha ezt a (9.16)-re alkalmazzuk, akkor a képlet

h 2p2 h
yi+1=yi+h[g—q(y¢+§(g-qyi))] =Y <l—qh+ q—2—> +g(1—%).

Itt y; mellett 4ll z := gh egy polinomja: p(z) =1—z+ 22—2 =1(1+(1-2)?),
amelynek értékei nagyobbak egynél, ha z = qh > 2. Igy y; gyorsan fog
novekedni i-vel, kivéve, ha h < %. Ez ugyanaz a korlatozis, mint az explicit
Euler-modszer esetén.

Az ilyen egyenleteket, amelyek Jacobi-matrixa rosszul kondiciénalt vagy
szingularis, sajatértékei nempozitivak (ill. val6s részei nempozitivak), ame-
lyeken az implicit Euler-moédszer 1ényegesen jobban mikédik, mint az explicit
moédszerek (akar magasabbrendtek is), merev differencidlegyenleteknek hiv-
juk.

A merev rendszerek megoldasakor az explicit Euler-modszer oszcillacio-
mentességét biztositd h-korlat er8sebben hatraltatja a szamitast, mint az,

hogy az implicit Euler-médszer minden 1épése algebrai egyenletek megolda-
s4val jar.
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9.6.2. Nemlinearis rendszerek

Ha f: [0,1] x R® — R" és nem feltétleniil linearis y-ban, akkor a (9.14)
implicit Euler-mo6dszer minden lépésében szembenallunk az

Fi(y) =y - hf(Zip1,y) ~ 3% =0 (9.17)

egyenlettel, amelynek megolddsa y =: y;,; keresett. Erre alkalmazzuk a
Newton-médszert. Kézenfekvs nulladik kézelitésként y;,i-hez az el6z6 v
vektort hasznélni: y;4;0 := . »

A Newton-médszer képlete ekkor (Id. a 7.3.1. pontot)

0 = Fy(y:) + F; (%:)0y,
avagy |
F:"(yi)5y,= ~Fi(y:) = —(v: — hf(zis1, %) = %) = hf(zis1, 41), (9.18)

ahol 6y = Y411 — Yir1,0 = Yit11 — ¥ a nulladik kozelftés javitasa. Az F{
alakja itt _
F(y:) = I = hJ(zis1, %), (9.19)

az f(z,y) vektorfiggvény J(z,y) Jacobi-mdtrizszaval. A (9.19) képlet megér-

@
téséhez vizsgaljuk az n = 2 esetet, amikor (9.17)-ben y; = (5?,)) sy = (::;;),

tehat - .
ay - , \
Yy fl (xﬂ-l 3 y)) (y‘l )
Ry =(Y.) - h( ~(%,).
) (y<’>) fo(%is1,9) y?
Ezen Gsszefiiggés els6 soranak y™) szerinti parcilis derivaltja két részb6l

tevGdik dssze, mert a harmadik jobboldali tag konstans, derivaltja 0. Az els6
tag derivaltja viszont 1, a masodiké —h;,%y. Tovébb4, az elss sor y® szerinti

derivaltja —h2fl;, mert ennek kiszémftésakor az els6 tag y(® valtoz6jat kell
konstansnak tekinteni. ’

Hasonléan a masodik sor y") szerinti parcialis derivaltja —-ha‘z—%, de az
elss tag y® szerinti derivaltja 1, a masodiké —h%{%. Osszegezve valéban

F‘{:((l) ?)—h(:%ﬁ :_%"%):1-&1

Most a (9.19) képletet vessziik figyelembe (9.18)-ban, tovabb4 az ottani Yit1,1
elsd kozelftést (9.17) megoldasahoz méris y;,,-nek, tehat végsének fogadjuk
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el. Ugyanis uténa lehet szamolni, hogy ¥:41,1 kiszdmitasaval a differenciél-
egyenletet h szerint els6rendben megold6 eljarast kaptunk és tovabbi Newton-
iteraciok ezt a rendet mar nem javitjak.

Ezenkiviil, a merev differencislegyenletek szempontjabél a lényeg mér
megtortént: megjelent az approximéciéban a keresett @j érték szorzéjaként
az f Jacobi-matrixa. ‘ :

Ezzel a kovetkez6 linearis egyenletrendszert javasoljuk szamitasi képlet-
nek:

I — hJ(Zis1, %10y = hf (Tiv1, %)y Yirr1 =i + 0y (9.20)

Abban az esetben, amikor f(z,y) = Ay + g(z), a Jacobi-matrix éppen J =
A, és ekkor (9.20) azonos (9.15)-tel. Itt, a nemlinearis rendszereknél, az
I = hJ(z;4y,y;) métrix valtozik i-vel, tehat minden lépésben LU-felbontast
kell késziteniink. '

9.6.3. Az implicit Euler-mé6dszer algoritmusa, tesztfel-
adatok

Az implicit Euler-mdédszer algoritmusdnal is a [0, 1] intervallumot N darab
h hosszt intervallumra osztjuk fel, de y(z) most n-dimenzi6s vektorfiiggvény
és minden z; = ih osztoponthoz szerziink egy y; vektort, amely kozeliti a
pontos megoldas megfelelS y(z;) vektorat.

Adott az yo = y(0) kezdetivektor, a differencidlegyenlet f(z,y) jobbolda-
14t és J(z,y) Jacobi-matrixat kiszamit6 eljards, tovabba N > 1, az interval-
lumok szama.

1. 2:=0, h:=1/N
i:=0,1,...,N—-1

[£ig1 =2+ b, Ji= J(Tig1,¥)

I-hxJi = [L,U,sing|

? sing 7 | stop: ,szingularis matrix”, z = 7,41, Y =¥; |
LUbsy = h* f(ziy1, ) = Oy

Yirr =y +0y |

8. [stop: eredmény (zo,%0), (Z1,41),-- -, (2N, YN)]

Amennyiben szingularitast tapasztalunk, 0jb6l inditsuk be a szAm{tast na-
gyobb N-nel, mert a 2.3.3. pontbeli perturbaci6s lemma garantalja, hogy elég
kicsi h-ra I — h » J regularis lesz.

Mint els6 tesztelési példat az egyszerd (9.7) egyenletet rendszerré bs-

vitjiik ki: |
=)= () (o) ()

No ok
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50

25

o 0,25 0,5 0,75 1

9.4. bra. A kiindulési és az elsé két id6lépés utsni héeloszlas: N = 6,h =
0.01

mert ennek pontos megoldéasat, y; = 3+ z, y, = 4 + 2z, hiba nélkiil kell,
hogy adja a program — kerekitési hibaktol eltekintve. Itt tehat

o= ()- () 2e0=( 2

Misodik tesztfeladatunk egy hévezetési példa: egy 100 fokos és egy 0
fokos rudat 6sszerakunk a ¢t = O idGpontban, majd a meleg rad kiilss ol-
daldn nulla h6mérsékletet allitunk be, a hideg rad kiilsé oldalan 50 fokos
homérsékletet, aztan N belss pontban figyeljik az y = (y1(t),...,yn(t))T
hdmérséklet kiegyenlitGdését. Ennek diszkrét modellje a kovetkezs, linearis
differencialegyenletekbél 4ll6 rendszer:

2 -1 0 0 ... 0 0
dy \ -1 2 -1 0 ... O 0
(—ﬁ-z——(N+1) L3 I R ,
o ... 0 -1 2 -1 0
0 ... 0 0 -1 2 50(N +1)?

a kezdetiérték y(0) = (100,...,100,0,...,0)T. A métrix szimmetrikus,
teh4t minden sajatértéke valos, tovabba, a Gersgorin-korok segitségével el-
lenérizhetd, hogy a sajatértékek a [0,4(N -+ 1)? intervallumban vannak -
vagyis a rendszer merev lesz, ha N nagy. (Nagyobb N-re jobb pontossaggal
kapjuk a héeloszlast.) A Jacobi-matrix megegyezik az egyenletrendszerben
lathat6 tridiagonalis matrixszal, beleértve a —(N + 1)? szorzojat.

Az alabbiakban mutatjuk N = 6-ra az els6 és masodik id6lépés (6 szam-
jegyre kerekitett) eredményeit akkor, amikor h = 0.01 az idélépés, I1d. a (9.4
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4brat is, ahol az eredményeket a szélén felvett O ill. 50 értékkel egészitettiik
ki.

y® = (0.721672, 0.875330, 0.774557,0.213697, 0.088954, 0.145751),
y® = (0.547329,0.738856, 0.651865, 0.314483, 0.182787, 0.242584).

Mint harmadik tesztfeladatot egy konkrét kémiai folyamatot leiré rend-
szert tekintiink, amelyben y1, ¥2, ill. y3 egy A, B, ill. C anyag t id6ben valtozo
koncentraci6ja. Osszefoglalva az y(t) = (y1(t), v2(t), ya(t))T megoldasvek-
torba, a kivetkezd nemlinedris egyenletrendszer modellezi a jelenséget:

dy —ky 0 kaya 1
s ky —ksyy —kaya |y, y(0)= {0
0 k3y2 0 0

A paraméterek értékei:
ki = 0.04, ko =10% k3 =310

Ezen nemlinearis rendszer Jacobi-méatrixa

—k; kays kay2

J=J(y)= ki —2kays — koys —koya | .
0 2k3y2 0
J sajatértékei (ha y; = 4:(0)-t, ¢ = 1,2, 3, helyettesitiink be)
M =X=0, A\3=—ki,

tehat indulaskor a rendszer nem merev — de mar kis id6 elteltével azza valik.
A nagy ks miatt azzal szamolhatunk, hogy hamarosan érvényes ksy, >> ki
és kayy >> koys, és ekkor

A =0, Azjo, Xs ~ —2ksys.

A h = 0.1 lépéstavolsaggal beinditva a szamitast, kapjuk a kovetkezd ered-
ményeket (hat szamjegyre kerekitve):

T; Y1 Yo Ysi
0.1 | 0.996016 0.003984 0.0
0.2 | 0.996808 0.001992 0.001200
0.3 | 0.996538 0.9961 103 0.002465
1.0 | 0.978334 0.3270-10"* 0.021633
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Ekkor J sajatértékei mar
A=0, A ~ —0.3306, A3 ~ —2178.07.

Ezen h = 0.1-gyel kapott szamok ellen6rzése végett még olyan eredményeket
is mutatunk, amelyek a h = 0.01 id6lépéshez tartoznak. Ekkor kideriil, hogy
a fenti szamft4s stabil volt, de nem kiilonosen pontos:

Ti | Y1 Y2i Y3i

0.1 [ 0.996122 0.3581-10"% 0.003842
0.2 { 0.992356 0.3513-10"* 0.007609
0.3 [ 0.988729 0.3449-10"* 0.011237
1.0 | 0.966536 0.3076-10~* 0.033434

Ekkor J sajatértékei

A =0, Ay~ —0.2043, )3 ~ —2179.58.

9.7. Feladatbk

1. Lipschitz—folytonosak-é a kovetkezs fiiggvények, amikor y € [0,1] ?
a) f(y) = e

b) f(v) = ¥%;
c) fly) = ;.

2. Irjuk fel az
¥ = f(z,y), y(0) adott
kezdetiérték feladat megoldasat szolgal6 explicit Euler-médszer képle-

tét és magyarézzuk meg az egyes abban el6fordulé tagok értelmét egy
rajzzal az z,y-sfkon, az origé kozelében.

3. Becsiiljiik a negyedrendd Runge—Kutta—médszer relatfv hatékonysagat
az explicit Euler-médszerhez képest a kivetkez6képpen:

Legyen e, az Euler-mé6dszer hib4ja és h a mindenkori lépéstavolsag.
Szamitsuk ki az '
en = cih + coh?

képlet ¢, c; egyiitthatoit tigy, hogy ez a (9.9)-ben kézélt 2 (h=1/320-
hoz és h = 1/640-hoz tartoz6) adatra illeszkedjen.
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Ebbél kapjuk meg azt a hg lépéstavolsagot, Vamely az explicit Euler-
médszert hasznalva ugyanazt a hibat adja, mint a negyedrendd Runge-
Kutta-mo6dszer a hrxq = 0.1 esetén z = 1-nél (1d. 196. oldalt).

‘Legyen Ng az Euler-mo6dszernek hg-hez tartozo és Nrik4 a negyedrendd
Runge-Kutta-moédszernek hryq4-hez tartozo fiiggvénykiértékelések sza-
ma. :

Ekkor a kivant relativ hatékonysdg Ng/Ngk4, mert ennyiszer gyorsab-
ban fogja produkalni a negyedrenddi médszer ugyanazt a pontossagot,
mint az elsérendd.



