7. FEJEZET

Differencialegyenletek

A fizikai folyamatok nagy része matematikailag differencidlegyeniotek segitségével frhaté
le. Egyszer(ibb esetekben (folyadék dramlésa, radioaktiv boml4s, anyagi pont mozgisa
stb.) a differencidlegyenletek egyszerfi integrélsssal megoldhaték. Ebbet a fejezetben vala-
mivel tovibbmegyiink: megismertetjilk az olvasét néhany shaldnos fogalommal, és meg-
vizsgiljuk a differenciflegyenletek egy-két viszonylag kénayen ‘megoldbaté osztalyat.
. A differenciélegyenletek tovébbi tulajdonsdgait a kovetkezs fejezethen tdrgyaliuk, . . -

Ha a differencidlegyenlet csak egyetlen fiiggetlen valtozét tartalmaz, kozonséges differen-
cidlegyenletnek nevezziik. Ha a fiiggetlen valtoz6k szdma egynél tsbb, akkor megjelennek
a differencidlegyenletben a tovébbi valtozdk szerinti parcidlis derivéltak is. Ilyen esetben
Dparcidlis differencidlegyenletrél beszéliink. ‘ T

Ebben és a kovetkezS fejezetben csak kézonséges differencidlegyenletekrd! lesz sz6.
Vizsgélatainkhoz felhaszniljuk a 6.1.2. pont eredményeit és az Euler-féle Osszefiiggést

(5.3. pont).

7.1. AZ ELSORENDU DIFFERENCIALEGYENLET
GEOMETRIAI ERTELMEZESE

Elsbrendfi differencidlegyenletnek nevezziik az

F(x, ¥ -g—;i) =0

alakd 6sszefiiggést, ahol y valamilyen fiiggvénye x-nek. A tovabbiakban ennek az egyenlet-
nek is csak az un. explicit alakjat tirgyaljuk, vagyis feltételezziik, hogy y x szerinti deri-
véltja az egyenletbdl kifejezhet:
dy
B =S 0) M

Ennek a felirdsi médnak az az el8nye, hogy y(x) grafikusan is el64llithaté az (1) egyenlet
geometriai értelmezése segitségével, anélkiil, hogy az p(x) megold4st analitikusan, képlet
form4jdban meghatdroznank. Ismerkedjiink meg el6szor ezzel a geometriai eljirassal.

Emlékezziink vissza a % derivalt geometriai jelentésére. Ha adva van a sikban egy
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y = y(x) gorbe, akkdr ennek barmely pontjdbana Y}

ﬂ_ derivalt értéke egym16 a gbrbéhez ebben a pont--
dx [- b
ban huzott érint§ irdnytangensével. Ha tehat ismer-

jik e -a-; derivalt fiiggését az x, y valtozoktol [ldsd

az (1) &sszefiiggést), a sik bitmely pontjéban meg- -

hatérozhiatjuk az (1) megolddsdt képez8 gorbék

érint8inek lrényétnA dxﬁbrencné‘legygnlet tetsz6le-

ges megolddsinak g‘aﬁkonjét az ‘adott egyenlet

integrdlgorbéjének nevezziikk. - 0
Az érint§ irdnyAt grafikusan tigy szemléltethet-

Jiik, hogy az adott (x, y) ponton keresztiilfektetiink

egy kis szakaszt, melynek hajlasszige kielégiti a

Yo ~—~

Osszefiiggést. R
Péld4ul a Do
| dy 24 43 ! i =
A | g s X
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A tibl#Zatban 9 pont szerepét‘ 4 80, 4brdn mindegyik ponthoz megraﬁoltuk a raﬁuk it
fekteteft érint6t. Ha az ébrén névéljiik a pontok szémét szemﬁnk fﬁttéra rajzolédlk ki a

> Sutkesztéa feladutokban fclseleses ad szdut mqghclt médon meghaté.rozm és ﬁsy felmérm Elég azadott
pontbbl felmérni az x-tengely 1ré.nyaban egy 1 hossziisagy, az y-tcngely irényéban pedlg egy

@
dax

nagysig( szakaszt (79. dbra); a szakaszok végpontjit dsszekdtve megkapjuk a kivint meredekségli egye-
nest.

= tgd
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differencidlegyenletet kielégitd gﬁrbeséreg. (L4sd a 81. 4brat, ahol felrajzoltuk a

differencislegyenletnek megfelels irdnyokat.) ' '

Minden differencislegyenletnek végtelen sok: -integralgdrbéje van, de a sik minden
(%03 yo) pontjan csak pontosan egy ilyen gorbe megy keresztiil. Az (1) egyenlet megoldésai
koziil ki tudunk vélasztani egy meghatérozott, partikuldris (azaz konktét) megoldést, ha
még egy kiegészitd feltételt is megadunk:

valamely x = xo pontban legyen y = yo.. SRR )

Ezt a feltételt kezdeti feltéteinek nevezik. Az elnevezést az indokolja, hogy ha a fiiggetlen
valtozd az id8, akkor a (2) feltétel a kezdeti ldﬁpontba;; rogziti a keresett fiiggvény értékét.

Bér a (2) kezdeti feltételben két paraméter szerepel (%0 68 yo), a partikuldris megold4s
kivdlasztisdnak val6jaban csak egyetien szabadségrfek&van -AZ (xo3 yo) pont ugyanis az
4itala meghatédrozott integrlgdrbe mentén szabadon mozoghat, ettS]l maga az integrél-
_ gbrbe nem véltozik. Az integrélgorbe kivdlasztdsdndl tehdt nem jatszik szerepet a gorbe
menti elmozdul4s, s mivel ennek szabads4gi foka egy, a kivélasztas szabadsigifoka2 —1 =1
lesz. Hasonlé meggondoldssal hatiroztuk meg a lényeges paraméterck szdmit a 4.8.
pontban. De esetiinkben vajon melyik a keéttd koziil a ¥nyeges paraméter?

Rogzitsiik az xo értéket, és hizzuk meg 3z x = xo merdlegest. A killsnbozd mtegrélgor-
bék méas-mas magasségban metszxk ezt az egycnest A kulonbozé gorbék tehit az y(xo)
értékben kiilonboznek egyméstél A kovetkezd el_]éréssal kénnyen meghatérozbatjuk sok
pontban az érint8k irdny4t. Rajzoljuk fel el8szér az (1) alapjan az f(x, y) = C gorbéta C
4lland6 néhény értékére. Bgy ityen gorbe mentén a tg & mcnnylség llandé: minden pont-
ban C. Az érint8k irdny4t mutaté szakaszok tehat az f(x, y) = C gorbe pontjaiban mind
parhuzamosak egymdssal.* N

d
- Ne feledjiik, hogy nemaz f(x;y) = C gorbe érint6irdl, hanem a -&{- = f(x, y) egyenlet integrdlgirbéinek
érintGirdl van sz6!
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- Az fix,; y) = C gorbéket izokHndknak nevezziik. Exek koziil mdla izoklina az f(x, y) =
egyenlet{i gorbe. Az (1) egyenlet integralgorbéinek érint§i ennek az: izoklindnak -minden
pontjaban pérhuzamosak az x-tengellyel. Azt az izoklinit, melynck pontjaiban az érintSk
mind merdlegesek az x-tengelyre, végtelen izoklindnak nevezziik. Példdul a

dy 2x+y
y dx _x—y—1.

egyenlet végtelen izoklindja az x—y = 1 egyenes.

A 81. &bréré! leolvashatjuk, hogy ‘az mtegrélgorbék nem metszhetik egymast 0-t6l
kulonboz6 szogben Valéban, (l) alap]én egy adott (x, )értékpérhoz 2 %x}i mennynség csak
egy mcghatérezott értéke tanozmk, fgy ezen a. penﬁon adott saogbeu csak egyetlen gorbe
mehet 4t. Behat6bb vizsgélattal megmutathatd, hogy az integralgorbék: még csak nem is
érintkeznek — feltéve, hogy 8z adott pontban az (1) egyenlet jobb oldala és y szerinti par-
cidlis deriviltja véges. A (2)feltétel tehét valébaa asg@itlmfégn mzhatéxozza az. (1) egyen-
let valamely pamku}éﬂs m&goldasét. randd T ey 2 Lelamd 10 s ot o]

1. Hatdrozzuk meg a o s '

dy & - ‘
dx _sz+ya : ,A;:iz; AT Ml
dlﬁ'erencuilegyenlet izoklinait. '

2. Hol helyezkednek el az (1) éltalénos dxﬂ'erenclﬁlegyenlet integrélgorbéinek inflexiés pontjai?

Mi lesz e pontok mértani helyének egyenlete? Hatirozzuk meg az inflexiés pontok-egyeniesét'a

differencidlegyenlet integralgdrbéi esetében. o ouiel cpi i osnidladizne s

7.2. KVADRATURAVAL: (xbzvmw INTEGRALASSAL)
MEGOLDHATO ELSORENDO DIFFERENCIALEGYENLETEK

Vegyiik sorra a diﬂ’mnaélegycnletek néhiny ﬂpusét ahoi a megoldésdc konnyen eh‘f-k

allithatok.
a) Szétvdlaszthatd vdltozdju dyferenczdlegyenletek

Azokat az egyenleteket nevezziik igy, amelyekre
dy
& = o) we.* )

* Ilyen alaka egyenletekkel talalkoznmk példé.ul a tadloaktxv Homlés esetében, vagy az oiyan feladatokban,
ahol valamilyen folyadéknak egy edénybsl trténd kifolyasat vizsghljuk.
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Ebben az egyenletben a jobb oldal két olyan ﬁ.gvény smmta, melyek egyxke csak ,untél
a mdsik csak x-t8l fiigg. ‘
frjuk 4t az egyenletet:

(p(y) w(x) dx

alakba. Ez ut6bbi egyenl§ség jobb és bal oldal4nak mtegréijét véve:
d S f%. L . ‘*i{ P Lol .
[=fwwete 0 @

(elég egyetlen tetsadlegesen megvilaszthato Allandét kifrnunk, mivel a két integrélnal adédé
&lland6k dsszevorhatok). A (3) egyenietnek ez az dltalinos megolddsa ; € értékeit régzitve
’kapjuk a partikuléris' megoldésokat. Litjuk, hegy az (1) egyeniet-gitalinos megolddsiban
egy tetszBleges 4llandé’ szetepel, ‘ez a tény Gsszhangbanivan a pamkuléns megeldis ki-
vilasztisiban megengedett egy: szabadsdgi fokkal (lésd 1. pont). ' e

Ha ismerjiik a (2) kezdeti feltételt, C konnyen meghatérozhaté. Jelentse -

¢(y) = ‘I’(x)+C
a (4) formulét. Behelyettesitve az" x = %o, ¥ =7o értéiceket a
¢(yn) = ¥(x0)+C
kifejezéshez jutunk, ahonnan B

Emk:abpjdn TRt PRI 5 » - 4 ;JJ, 1es s
‘1’(}’) = Y’(x)-l-%o%~— Y’(xe),
azaz D(») ~¢(yo) Yx)— Y’(XO)
A kapott partikuldris megoldds felirhat6 az P e i IR L
y - :
f d¥ . TivEe R
T TR .fm 111(.?)4{ Y OSWE T RS
IlA R -.“v. y° ¥ R FRF e * T

alakban is. Kozveﬂenﬁlmegsyﬂzﬁdhelhnkaméd ‘hogy ez & megoldé:
Az integrélést elvégezve megkapjuk a keresett megolddst.

kielégiti a.(2) feltételt.

b) Homogén lmedns dﬁerenczdlegyeﬁleték

i f )y (5)

egyenletet elsérendii homogén linedris differencidlegyenletnek nevezziik. Bar ez csak a (3)
dlﬁ‘erencxé.legyenlet specidlis esete, rendkiviili fontossiga miatt kiilon is foglalkozunk vele.
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¥ az (5)-ben szétvélasztjuk az egyes véltozokat és integrélunk, a

——*f(x)dx Iny= ff(x)dx+lnC

Ssszefiiggést kapjuk. (A jobb oldalon azmtegrélést éllandét csak azért'frtuk ln C alakban
hogy a végsS megoldés alakja szebb legyen.) Ebbdl y-ra azt kapjuk, hogy :

,ff(x)dx, ]
y=Ce" . ©

ahol a az x-nek valamilyen rogzitett értéke. A (6) formula az (5) egyenlet éltalénos megoldé-
sét adja.
Egyszerfiség kedvéért vezessiik be az

x
] f(x) dx

jelolést, a (6) kifejezésben C értékét l-nek vélasztva Mlvel (7) az (5) egyenletnek egy partx-
kuléris megold4sa, az éltalénos mego]dés :

= Cn ,";:f @
alakban irhaté fel. ‘ - @
Kdzvetleniil meggy8z8dhetiink réla, hogy ha yi(x)-az (5) egyenletnek egy partlkuléns
megolddsa, akkor tetsz8leges C 4llandéval a (8) fiiggvény is kielégiti az (5) egyenletet,
hiszen . :
d(C'yx) dyy .
R & =C% qum-ﬂw

Az (5) egyen]et 4ltaldnos mego]dését tehat l’lgy é]lxthatjuk elo, hogy vesszﬁk valam:lyen
partikuldris megoldasat, és ezt egy tetszSleges allandoval megszorozzuk. A C = 0 értéket
behelyettesitve latjuk, hogy az azonosan nulla fiiggvény az (5) egyenletnek egyik partikul4-
ris megoldésa. Ez a trividlis megoldas természetesen nem alkalmas az 4ltaldnios megoldds
megszerkesztésére.

¢) Inhomogén linedris differencidlegyenletek
A

=fpts* O

alakli egyenleteket elsdrendfi inhomogén linedris differencislegyenleteknek nevezziik.
A (9) egyenlet azon megoldésat keressiik, amely bizonyos x = xo érték esetén nulldval

* Ilyen egyenlettel taldlkozhatunk példaul radioaktiv anyagok bomlasanak vizsgalatanal. 1t az x fiiggetlen
valtoz6 az idd, az y fiiggvény pedig az adout radioaksiv anyagnak a vizsgalt repdszerben talsthaté mennyi-
sége. A keresett v(x) megoldas tehat e mennyiség id6ben valé valtozasat irja le. Az f(x) koefficiens itt egy
olyan negativ 4llandé, melynek abszolit értéke annak valosziniiségét fejezi ki, hogy a vizsgalt anyag egy-
ségnyi id6 alatt elbomlik. A g(x) szabad tag a vizsgalt anyagnak a rendszerbe valé bedramlasi sebességével

egyenld.
225
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egyenl8. Az f(x) fiiggvény rgzitése esetén ezt az y(x) megoldést a g(x) fiiggvény kivalasz-
t4sa mar egyértelmiien meghatérozza. A g(x) fiiggvény tigy is értelmezhet8, mint valamilyen
kiils§ hatés, y(x) pedig mint a hatds eredménye. [Més szavakkal ez azt jelenti, hogy a
g(x) - y(x) hozzérendeléssel egy operétort értelmeziink; lasd: a 6.2. pontot.] Kénnyi
bel4tni, hogy az inhomogén lineéris differencidlegyenletekre érvényes a szuperpozicié elve.
Az adott esetben ez azt jelenti, hogy ha a g(x) fiiggvények Osszeadédnak, a megfelel6 meg-
olddsok is 6sszead6dnak. Nos, valéban, ha

P = forta) & L= fpate),

ahol y1(xo) = 0 és ya(xe) = 0, akkor az

¥ = yix)+yx)
figgvény kielégiti a

52 =S(X)y+[g1(x)+g2(x)]

egyenletet és az y(xo) = 0 feltételt (miért?).
A 6.2. pont eredményei alapjdn az y(x) megoldds a hatds eredményét kifejez8 Green-
fiiggvény segitségével 4llithat6 el5, mely a

L = feay+8:-9 o

egyenlet megold4sit adja tetszSlegesen rogzitett &-re. Tegyiik fel, hogy & > xo. Ekkor
Xo < x < & esetén a (10) az (5) egyenletbe megy 4t, aminek (8) volt az 4ltalinos megoldésa.
Mivel most azt a megoldést keressiik, melyre y(xo) = 0, ezért C = 0, ami csak akkor telje-
siil, ha -

¥x) =

Nos, integréljuk a (10) egyenletet x = £—0-t8l x = §4-0-ig. Azt kapjuk, hogy
&40 &40 '
YE+O)—y(E—0) = | flydx+ | dx—Edx=0+1=1
&—-0 §=0

[Az y megoldds véges, ezért a (10) elsG SsszeadandGjinak végteleniil kis szakaszon vett
integralja végteleniil kicsi, teht elhanyagolhaté mennyiség.] Az imént bizonyitottak alap-

jin y(¢-0) =0, igy
yE+0) = 1. (11)
Mi torténik akkor, ha x > £? A (10) egyenlet ilyenkor is (5)-be megy 4t, aminek a megolda-
s4t a (8) szolgaltatja. A (11) feltétel miatt azonban most
1

1 = Cyi(£), azaz C=J7K5—)



4 ‘ - 7
y= }‘1'(5')‘}’1(7‘)- [ ———
Esetiinkben teh4t a Green-fiiggvény alakja: i
0 ) {xo < x < &), 0 L -
G &) =1 () '(:;c _ 5 X - & X
y1(8) ) - 82, 4bra

A 82. 4brén mutatjuk be a G(x; ) fiiggvény grafikonjat rogzitett &-re. Lithatjuk, hogy
a fiiggvénynek az x = & pontban szakadésa van.

Most mér felirhatjuk a (9) egyenlet megoldasat tetszSleges g(x) ﬁiggvényre a megfelel§
médon 4talakitott Altaldnos formula alapjan (lisd 6.8. pont)

) = fa(x e = fa(x, e i+

j 6t E)g(é‘)ds f "‘*ﬁg ok ®

x

ahol y1(x) a (7) formul4val megadott fiiggvény. Hasonlé médon igazolhatd, hogy ugyanez

a végs3 (12) formula akkor is érvényben marad, ha x < xo. Meg;egyazdk hogy a ]Obb
oldalon y(x) kivihet8 az integriliel elé [y+(£) azonban nem!}.

Kiilsnosen j6l hasznélhat6 ez a formula arra a fizikailag is. 1gengyakonuea'e, amﬂear
Xo ==co. Ilyenkor a (12) megolddsnak megvan az a j6 tulajdonséga, hogy ha a g(x)
fiiggvény azonosan nulla valamilyen x értékig bezérblag, ugyaneddig az x-lg a megoldés is
nulla. A (12) dsszefiiggés tehat bxzonyos értelemben a g(x) ﬁlggvény ! " hatésit irja
le ezekben az esetekben.

A (12) formula a (9) egyenletnek egy olyan partikuldris megolddsat szﬁlgﬁltatga, amely
az x = xo helyen nullival egyenl8. Altitsuk most €18 a (9) egyenlet dltalénos megoldasét.
Megjegyezziik, hogy két tetszBleges megoldas kiilonbsége kielégiti a megfeleld (5) homo-
gén egyenletet; ha ugyanis

St & Qi — f(prte(d,

akkor
29D 1) (31—
(miért?). Litjuk, hogy a kiilonbség olyan alakra hozhat6, mint a (8)-cal megadott fiigg-

vény, ahol C tetszGleges. Végeredményben tehdt az inhomogén differencidlegyenlet 4ltalinos
megoldésa egy partikuldris megolddsinak és a megfeleld homogén egyenlet altaldnos

15+ 227




megoldésinak Gsszegeként il els. Ha egy ilyen partikuldris megoldasnak az 4ltalunk
meghatarozott (12) megoldast vessziik, akkor a (9) egyenlet 4ltalinos megoldisa

_ [ n
y— j 510 gE)Yd+Cri(x) = > 13)

alakba frhat6. Ha a (2) feltételt kiclégit6 partikuléris megoldést keressiik, akkor (13)-ban
(x = xo)-t véve
- =Y
Yo = 0+Cyi(xo), azaz. C= i)’

ahonnan a megold4sra végiil is az

3 yx(x) yx(x)
= | @)Mﬂm
E -Xg. -

Osszefiiggés adodik.

Ugyanehhez a megolddshoz m4s ton is eljuthatunk, egy gyorsabb, de kevésbé természe-
tes médszer, az ,,dllandd varidldsénak mddszere” segitségével. Lagrange-nak, a kival6
francia matematikusnak és fizikusnak az Stlete volt, hogy a (8) formul4bdl kiindulva a (9)
egyenlet megoldését az

T y = w0 ) W

alakban kereshetjuk ahol u(x) :smcntléﬁﬁ:ggwény, yl(x)-r& azonban tud_;nk hogy te}j&sul
rha (7) os&efuggés. Helyettesxtsuk be (i4)—et (9)<be IR

_ uy1+u n= f(x)uy1+g(x)
Mivel y1(x) a homogén egyehletnek megoldésa, ‘ezérta _)Obb és a bal oldal els8 tagja egyenl
egymdssal, és igy - ‘
Wyi(x) = (X)
Ennek alapjin
' g(x)
=22,
y1(x)
ebbdl pedig
' 20
u(x dé+C.
(x) = J ®

o

(Az utébbi integréalban az integraldsi valtozét &-vel jeloltiik, hogy megkiilonboztessik az
integrélds fels§ hataratol) A kapott fiiggvényt (14)-be visszahelyettesitjiik, és ujra a (13)
formuléhoz jutunk.
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d) A linedris differencidlegyenletek legegyszertibh esetei
Bizonyos eseiekben éillineéris diﬁ'erénéi’élzquyeniet rxiegoldﬁéé kﬁlii‘nﬁ;eﬁ egysz‘érﬁ.' Ilyén
egyszerii eset példul, ha az f(x) egyiitthatofiiggvény konstans:
fix) = p = const.

Ebben az esetben az (5) egyenlet alakja h
% = py

Az 4ltalanos megoldas ilyenkor a (7) és (8) fprmulébél kénnyen levezethet§:
y = Cers (1)

(egyszerliség kedvéért a-t nulldnak vélasztva). De eljuthatunk ehhez az eredményhez példaul
a valtoz6k szétvélasztﬁs&nak ‘mbdszerével vagy egyszerll behefyett‘esitéssei iS00

A megfeleld inhdmogérr egyeniet fiiegoldasa kiitsndsén egyszerti; ha a g{x) ‘szabad tag
konstans vagy exponencidlis fiiggvény.

Nézziik el@szor a

%=fo+,4 '(A-—-‘cons‘t)‘ - (16)

egyenletet Az 4ltaldnos megoldéshoz egy partikuléns megoldésra van szukségunk ezt

kell hozzdadnunk a megfeleld homogén egyenlet (15) éltalénos megolddsdhoz. A (16)
egyenlet egy ilyen partikuldris megolddsdnak vehetd az. ,

y = B = const

fiiggvény; B értéke meghatrozhaté y-nak (16)-ba val6 visszahelyettesitésével :
A

A (16) egyenlet éltalénos megoldésa tehat a kovetkez6 alaku

A v
=-Z 4 Cem.,
y ? :
Tekintsiik mosta
d
, dﬁ py+Ae an

egyenletet. Egy exponencidlis fiiggvény derivéltja egyenesen arinyos magéval a f'uggvénnyel
ezért célszeri a (17) egyenlet egy parukuléns megold4sit az

y = Beks - (18)
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alakban keresni. Ekkor a (17)-be valé visszahelyettesitéskor minden tag ugyanolyan alakd
lesz, igy B értéke konnyen meghatérozhat6. Hajtsuk végre a helyettesitést:

Bkek* = pBet+ Ae*,
ebbsl B-re a
- A
B = ,—c:.';
érték adbdik. (18)-ba behelyettesitve (17)-nek egy partikuléﬁs megoldasihoz jutunk,
hozzdadva a megfelels homogén egyenlet éltalénos megoldésat, (17) altalanos megold4sa-
ként tetsz6leges C konstanssal az

y= k—p e+ Cer
fiiggvényt kapjuk.
- Bz a kifejezés nyilvin nem ad megolddst akkor, ha k& = p. Ebben a specidlis esetben (17)

megolddsit a (13) Altalinos formula segitségével hatérozhatjuk meg, ﬁgyelembe véve,
hogy a homogén egyenlet egy partllmléns megoldésaként vélaszthatjuk az

yi(x) = er* -

fggvényt. Bgyszeriség kedvéért xo-t O-nak véve azt kapjuk, hogy

J‘ £ Aert di+Cerx = Ae”j d&-l-CeP" = AxeP*+CeP*, 19
" Amikor tehdt k = p, a partlkulains megoldésaéi az exponencidlis tag egyutthatéjéban egy
x szorz6 is megjelenik.
A )
% = py-+g(x)

Altaldnos inhomogén egyenlet a Green-fliggvény segitségével oldhaté meg. A Green-
fiiggvény alakja ebben az esetben kiilonGsen egyszerti:

0 o<x<¥§) *

=ed  (x =)

et

A (13) formula alapjan az dltaldnos megoldas:

G(x’ E) -

X
y= I e?—8g(E) dE+ Cer>.
Xo
Felsoroldsunk tévolrél sem teljes. A vizsgalt tipusokon kiviil mas differencidlegyenlet-
tipusok is vannak, ahol a megold4s elemi fiiggvényekkel és integraljaikkal explicit formdban
felirhat6. Az érdekl6d8 olvasénak figyelmébe ajinljuk a gazdag szakirodalmat.
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GYAKORLATOK

Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenleteket az adott kezdéti feltételek mellett:

1L =2y, YO=1
2. %=-§; W) =1.
3. %:e". »0) = 1.
4. %:i;-, »0) = 1.
5. 2

6.

1

7.3. MASODRENDG ALLANDO EGYUTTHATOJU
HOMOGEN LINE&R!SDEFERENCIALEGYENLETEK

Mdsodrendiiek azok a differencilegyenletek, amelyek az iénié:eﬂeﬁ f‘uggvény mésodrendi
derivéltjait is tartalmazz4k (de ennél magasabb rend(i deriv4ltjait nem). Altaldnos alakjuk
tehit a kovetkezd: » SR .

dy o\ _,
Frn e )= O

Ha ez az egyevnletb az ismeigﬂgh,fﬁggvényfé- és derivaltjaira vonatkozéan lmeéns, akkor
linedris differencidlegyenletnek nevezziik (az egyenlet x-t81 valo fiiggése akérmilyen lehet!).
Az éltaldnos mésodrendi linedris differencidlegyenlet tehat

o) S +bx) St ety = ()

alaku. .- : - , .
A tovibbiakban ennek az egyenletnek csak azt a legink4bb hasznalatos, specidlis alakjat
vizsgéljuk, amelyben az ismeretlen figgvénynek és derivéltjainak egyiitthatofiiggvényei
mind konstansok, a(x) = a, b(x) = b, c(x) = c. , , '
Tlyen egyenletekkel kiilonosen gyakran talélkozhatunk a mechanikai és elektromos rezgé-
sek vizsghlatakor. A fiiggetlen valtozé szerepét ilyenkor a # id8 tlti be. Példaképpen vizs-
ghljuk meg a legegyszeriibb oszcillator mechanikai rezgésének esetét. Ekkor a differencidl-
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