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1 Bevezetés

Ez az Osszeallitas a BME Gépészmérnoki karan a Rendszertechnika (BMEGERI2054,
BMEGERI30XX) cimi targyat felvett hallgatok szamara késziilt, és a témakornek csak azon tertile-
teivel foglalkozik, amelyek a Rendszertechnika targy keretein beliil felhasznalasra keriilnek. Célja,
hogy a més targyakbdl szerzett ismereteket dsszefoglalja.

A rendszeranalizis egyik alapfeladata az atmeneti folyamatok vizsgélata, amely alapvetden
differencialegyenletek, illetve egyenletrendszerek megoldasain nyugszik. E feladat egyszertisitésé-
nek egyik lehetdsége (mivel kordbban nem élltak rendelkezésre szamitogépek!), ha a kiindulast ké-
pezd matematikai modellt célszeri transzformacionak vetjiik ald és a feladatmegoldast a transzfor-
malt tartomanyban végezziik el, majd visszatériink az eredeti — esetiinkben id6 — tartomanyba.

Abrazolva:

Megoldas

Matematikai modell (leirds) ~

IDO tartomany
(fuggetlen valtozo az idd)

Probléma )
Transzfomacid
Vissza transzformalas

(inverz transzformacio)
matematikai miveletek Transzformalt tartomany

(uj figgetlen valtozo)

Transzformalt modell Transzformalt megoldas

A rendszertechnikaban alkalmazott legfontosabb transzformaciok:

- Fourier transzforméacio

- Laplace transzformacio

2 A FOURIER'-transzformacio

Adott valamely f{¢) 1d6fiiggvény, amelyrdl feltételezziik, hogy abszolut integralhat6, azaz ele-

get tesz az alabbi konvergencia feltételnek:
+00

J'|f(t)|dt <K, ahol K elegend6en nagy szam (1)

tehat integralja korlatos.
Ez esetben az f(f) id6fiiggvény definicid szerinti FOURIER transzformacidja:

+00

Flo) = __[ fle)e/ar Q)

illetve a transzformdcio altalanosan alkalmazott jeloléseivel:
Flo) = # () 3)
Minthogy a (2) transzformacios Osszefiiggés a Fourier-integralbdl szdrmazik, ez esetben a
transzformalt tartomdnyban a fliggetlen valtoz6 az wkorfrekvencia, F(w) pedig komplex fliggvény.
Ha adott valamely F(w) transzformalt fliggvény, a hozza tartozo f{¢) id6fliggvény az alabbi in-
verz transzformacios Osszefiiggéssel hatarozhaté meg:

110 = Trlae ™ a=37{ o) @

A rendszertechnikai gyakorlatban eléforduld fontos vizsgald jelfiiggvényekre ( 1(7), t-1(), e
stb.) nem teljesiil az (1) alatti feltétel, ezért altalaban a Laplace-transzformaciot alkalmazzuk.

'Francia matematikus 1768-1830. (Fourier - sor, - analizis)
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3 A LAPLACE-transzformacio

LAPLACE (francia matematikus, 1749-1827) javaslata alapjan a fliggvények konvergenciara
kényszerithet6k, ha azokat a ¢ — % esetén erésen nullahoz tarté 79! fliggvénnyel szorozzuk, és
vizsgalatunkat csupan ¢ =0 iddtartomanyra terjesztjilkk ki, vagy feltételezziik, hogy id6 fliggvé-
nytink:

f (t) =0, a 1< 0 tartomanyban.

Haaz f (t)e_ot , ahol 0 > 0 szorzatfliggvényre alkalmazzuk a (2) szerinti egyoldalas & transz-

formdciét a Laplace-transzformacio definicios 6sszeﬁ'1ggéséhez jutunk:

— 13 -0t ot — O'+ (.0
—shil}):[f(t) @™/ de = lim J’f J (5)
az s=0+jw1j komplex valtozoval:
F(s) = lim If(t)e‘“dt: J’f(t)e'“dtzil{f(t)}, (6)
g0 EA

Amennyiben £{¢) a 0-ban folytonos, vagy t<0 esetén 0:
jf et = £{ f1) (7

Ha valamely F(s) transzformalt fuggveny adott, a hozza tartoz¢ iddfiiggvény a kovetkezd in-
verz transzformacios Osszefliggéssel hatarozhaté meg:
|:| o+ Joo

J'F Jes'ds = £ F(s)} 120
TV 52 8)
D J
0 0 ,t<0
ahol £ az inverz Laplace-transzformacio.
3.1 Nehany egyszerii fiiggvény Laplace-transzformaltja
3.1.1 Az egységugras Laplace transzformaltja
A
1
S=1(0) . F(s)=?
=St Doo
Il Jedr=gp =o-F- 1AL ©)
g-s Q) 0o s s

miutan feltételiink volt, hogy Re{s}=0 > 0.

3.1.2 Az egységnyi sebességugras Laplace transzformaltja

=102 F(s)=?
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F(s)= [t dt
!
Az alabbi parcidlis integralasi szabalyt alkalmazva:
Iu O'dt =u —Iu' Ohdt
HuD)’:u'D+uD' /I E
0 C
BzEl)ZJ'u'Ddt+J'u O'dt O
0 C
Blﬁl)—fu'ﬂzdt :J'u O'dt E
Behelyettesitve:

© N —st Doo © —=st ©

Fls) = [t e™dr = @f—n —J’lEf;dt :0—(—0)+lIe‘”dt =1d :i2 (10)
0 D =S Q) 0 ) S 0 s S

3.1.3 Az exponencialis fliggvény Laplace transzformaltja

Az f(t) = e_% iddfiiggvény Laplace transzformaltja:

] (<) [l —(S+y)l DOO
_ —/ _ _ —(s+y)t _pe T o.- 1 _ T
F(S)_J‘e T@sfdt—-[e Tdt_l:l_(s+y)|j _S+y_1+sT, (11)
0 0 0 T'Dy T

tehat az exponencialis fliggvénynek is algebrai fiiggvény felel meg!

Hasonloképpen jarunk el bonyolultabb fliggvények esetén is, ami gyakran jelentds munkat
igényelhet. Ezért igen nagyszamu fliggvény Laplace-transzformaltjat eldallitottak, és kiilon kézi-
koényvekben kdzrebocsatottak.

A rendszertechnikai vizsgalatok soran szinte kivétel nélkiil megoldhatok a feladatok e kézi-
konyvek alkalmazasaval.

Elmélet: Fopor GYORGY: A Laplace-transzformacié miiszaki alkalmazésa.
Miiszaki Konyvkiadd, Bp. 1962.
Tablazatok: OBERHETTINGER,F. - Bapn,L.: Tables of Laplace Transzforms.
SPRINGER-Verlag. 1973.
Berlin-Heidelberg-New-York.
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3.2 Fontosabb alkalmazasi szabalyok (miiveletek)

A Laplace transzforméacio tehat az f{(¢) valds valtozoju fliggvényhez a transzformacios ossze-
fliggés szerint az s komplex valtozoju fliggvényt rendeli.

Kérdés: az f(r) fiiggvényen végzett alapveté miiveletek miként érvényesiilnek a transzformalt
tartomanyban?

3.2.1 LINEARITASI szabaly

— Adott f{¢), amelynek Laplace transzformaltja £{f{¢)}=F(s)
akkor £{K-f(£)}=K-£{f(¢)}=K F(s).

— Adott f1(?), /5(f), amelyeknek Laplace transzformaltjai F;(s), F»(s)
akkor £{/, (1)} = £/ (0} + £ {5(0)}=F (5)+F5(s).

Mindkét torvényszeriiség azzal igazolhatd, hogy a Laplace transzformécid tulajdonképpen ha-
tarozott integral.

3.2.2 ELTOLASI szabaly

Adott f(¢), amelynek Laplace transzformaltja £{f(r)}=F(s), ekkor f{¢-T) esetén a Laplace-transz-
formacio eredménye:

Legyen t-1=z, ekkor t=z+T1, amibdl dt=dz kévetkezik

£{f(t—T)}=J'f(t— “dt_J’f e g = J’f Je e ™ dz =

! (12)
=™ f(z)e_zsdz =™V DV(S)

I

3.2.3 HASONLOSAGI szabaly
Adott f{(t), amelynek Laplace transzformaltja £{f(¢)}=F(s), ekkor f(a'f) esetén a Laplace-transz-
formacid eredménye:

z , 1
Legyen at=z, ekkor t =—, ¢és dt=—dz.
a a

[oe]

— st ¢ _silZ:lm z _222:1
f/let) = [lotl™ar= [AG7 Jar= [l T = oAb 0y

0

3.2.4 DIFFERENCIALAS idétartomanyban
Adott f{¢), amelynek derivaltja % f (t) =f '(t) , €s £{f(t)}=F(s). Ennek Laplace-transzformalt-

ja:
o~ [l U-s) @ dr=0- f(=0)+sF(s)  (14)
=0
Els6 lepeskent, a mar bemutatott, parcialis integralast alkalmaztuk a kovetkezd helyet-
tesitéssel: ' =f'(t), és u=e ¥, 0v =f(t), u' =—-s&™*. Mivel létezik f(f) Laplace-transz-

J-f stdt_l ()@—st
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formaltja, ezért f(co)[27°° =0. Az integralbél -s kiemelhetd, ami marad az pedig f(r) Lap-

lace-transzformaltja.
Altalanosan: £§jilﬂ7r;f(t)§: SnF(S) —Sn_lf(—O) —S"_2f'(—0)...—f(”_l)(—O) )

Altalaban a kezdeti feltételeket 0-nak valasztjuk, igy csak s”F(s) marad.
Néhany esetben azonban probléma adodhat. Mi lesz a derivaltja példaul az 1(¢) fiiggvénynek?

Megoldas: 1(1)' = 5( t) , azaz a Dirac delta fiiggvény. A kovetkezd abra szemlélteti a fliggvény egy

lehetséges szarmaztatasat:

504 |

/2 v2
+o0

ahol a fiiggvény alatti teriilet egységnyi, és T - 0. Igy adodik, hogy Ié(t )dt =1, ezért J'5(t )dt = l(t).

Az eléz6ekben leirtak alapjan: £{8(7)} = I5(t) [e™"dt = J’l(t)' 2 dr = s &{1(¢)} -8(-0) =s— =1
0 0

3.2.5 INTEGRALAS idétartomanyban
Adott f(¢), amelynek 1étezik a primitiv fiiggvénye, és £ {f(¢)}=F(s).
Mi lesz az idGtartomanybeli integral Laplace-transzformaltja?
0 ¢ ¢t Doo 0
£§f(r)dr%: [[flt)ae"ar = & J’f(r)drle‘“ 0+1 [ £l dr ==0+0 Lr) s
B 00 S 50 5

B

A feladatot parcidlis integralassal oldottuk meg, a kovetkezd helyettesitéseket alkalmazva:
t

o Ao Ao 1 .
u= I S/ (T)dT . v' = e 5. A kapott eredmény éltalanosithatd, akkor — F (S) lesz az eredmény.
0 s
Fontos kivetkeztetés: mivel a differencialasnak illetve integralasnak s-el valo szorzas illetve

osztas felel meg, a differencial egyenletek helyébe a transzformalt tartoméanyban algebrai egyenletek
1épnek. Igy a feladatok megoldasa 1ényegesen egyszertisodik.
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Néhany fiiggvény Laplace-transzformaltja

Sorszdm Idéfiiggvény Laplace-transzformalt
1 Fit t>0 F(s)
2 (1) 1
3 o(t-T) e T
1
1(¢ -
. 0 .
1(z-1) le_sT
5 s
1
t _
7 e—am 1
ats
—t 1
8 le r
T 1+7Ts
- 1
? I=e/T S(l + Ts)
1 -t 1
10 —te /T
T2 (1+75)?
11 L_B7% _ /n 1
T,-T, (1+ 351+ Tys)
t" 1
12 ; Sn+1
: (o
sinQz
13 <2 +q2
14 cos Ot S
$2 +02
1 t 1
15 ——shB—E —
T Oc 1-725°
1 A s
16 —\T—tle’T
T’ 7= (1+75)?
—t 1
17 TEe /T +£—1E Y
O T C s2(1+7s)
+¢ 1 1
3 1— T te T ——
t s(l +Ts)
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4 Alkalmazasi példa

1. Oldjuk meg a T - Tv =K inhomogén elsdrendii differencial egyenletet,

a, ha u()=&(t) és v(-O)—O a kezdeti feltétel.
Vessiik Laplace-transzformaci6 alé a differencial egyenletet, és rendezziik:

g7 40 +vf = ¢ K )
T£[%] +£{v} = K£{u)
Ts£{v) + £} = K£{u)

£y} = o5 €ul
Mivel u(t)=0(¢) (Dirac delta), ezért Laplace-transzformaltja 1. (tablazat 2. sor)
)= pol) = et = k] = e

Az id6fliggvény meghatarozasahoz a tablazat 8. sorat hasznalhatjuk fel.

v(t)

~ X

L) + t ' ) |
0 T t

b, u(¥)=1(¢) ugrasfiiggvény. Ennek transzformaltja: 1/s. Behelyettesitve, és felhasznalva a tab-
lazat 9. sorat:

=) =+ B ek o R el Kg L

C

v(t T
e )

t t t !

0 t

Lathat6, hogy az u fliggvényében egészen mas eredményt kaptunk. Ez a példa lehetdséget biz-
tosit arra, hogy alapvetd rendszertechnikai ismereteket bemutassunk. Tegyiik fel példaul, hogy az
egyenlet egy automotor erdsen leegyszertisitett leiroegyenlete, amely a gdzadas (u(¢)) és a fordulat-
szam (v(¢)) kapcsolatat modellezi. Az a, esetben csak egy ,,gazfroccsot” adtunk, ennek kdvetkezmé-
nyeként a fordulatszdm hirtelen felugrott, majd visszaallt az alapjarati értékre. Rendszertechnikai
szohasznalattal: a rendszert leir6 egyenlet a differencialegyenlet, u(?) a bemend jel, v(¢) pedig a rend-
szer valasza (Isd. abra). Esetiinkben a bemendjel 0(¢), ekkor a valaszfiiggvényt sulyfliggvénynek ne-
vezziik, és w(?) a jelolése. Mint a konvoluciondl majd lathatjuk, ennek ismeretében tetszdleges be-
mendjelre meghatarozhatjuk a kimendjelet.

A b, esetben a bemendjel az 1(7) volt (hirtelen gazadas). Ekkor v(¢) neve atmeneti fliggvény, és
jelolése: vu(f). Ennek ismerete is lehetdséget biztosit a kimend jel meghatarozasara, hiszen

J'B(t) = l(t) . A rendszervizsgalatok tipikus bemend jelei koz¢é tartozik a &(¢) és az 1(z).
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5 Konvoluciés szorzas idétartomanyban

Az u(t) bemend jelet bontsuk fel dt szélességli egymast kovetd impulzusok sorozatara. Ekkor
u(T)d(¢-1) bemendjel hatasara (mivel u(T) t-re konstans!) u(T)w(z-T) kimendjel keletkezik, ahol w(z-T)
a sulyfiiggvény. Ezen sulyfiiggvények szuperpozicidja viszont az u(f)-re adandé v(f) valaszfligg-
vényt adja:

Zj'w(t—T) [(t)dt. (16)

Mas jeldléssel v(H)=w(?)*u(f), amelyet konvolicids szorzasnak neveziink. Altalanosan igaz a
kovetkezo Gsszefiiggés:

:j'f(r) k(¢ —T)d :j'f(t—l') [k(1)dr. (17)

A rendszertechnikéban a konvolucidonak kiemelkedd szerepe van mivel bizonyithat6, hogy ha
f(t) Laplace-transzformaltja F(s), g(¢)-¢ pedig G(s), akkor:

£ F(s) ws)} = £(r) Cgle). (18)

azaz két fiiggvény Laplace tartomdnybeli szorzata az idétartomanyban konvoltcios szorzasnak felel
meg. A bizonyitds roviden, felhasznalva, hogy tobbes integraloknal bizonyos kikotések mellett az
integralok felcserélhet(')’k valamint a nemrég bemutatott eltolasi szabalyt alkalmazva:

[ee]

flu)gle—t)are™"dr = ([ £(1)glt — 1) dedr = tf(r) gt —1)e S drdr =
i 11 i

- [/l "Gls)ar = G(s)j F(t)edt, ha ¢ - o, akkor = G{s)F(s).

6 Alkalmazasi példak

2. Hatarozza meg az aldbbi transzformalt fliggvényhez tartoz6 idéfiiggvényt:
Fls) =

(S + 1)(s + 2)(s + 4)

A kiosztott transzformacids tablazatban ilyen alakt fiiggvényt nem taldlunk. Viszont tudjuk,
hogy minden racionalis tortfliggvény un. résztortekre bonthatd az aldbbiak szerint:

F(s)= 2 SR & S o

(s+l)(s+2)(s+4) s+l s+2 s+4

Ez esetben (mivel a nevezd egyszeres valos gyokokkel rendelkezik) a szamlalo egyiitthatok a
kovetkezOképpen hatarozhatok meg:

¢; = lim (s—(x,-) EF'(S)

Saal- ’

ahol az a;-k a nevez6 gyokei. Esetlinkben a gyokok: -1, -2, -4.

¢ = (s+1)u7( )|S:_1 (s+2)2(S+4) =_1:§
Cy :(s+2) EF(SHS:—Z = (s+l)?s+4) L, =-1
3 =(s+4) EF(S)|s:—4 :m . :%
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A linearitési szabaly értelmében az inverz transzformécidt tagonként végezhetjiik el. Ehhez at-
alakitva az egyes tagokat:
2 1 1 1 1 1

Fls)=203—--0 +—O0——
3 1+s 2 1+%s 12 1+%s

Felhasznalva a transzformacios tablazatot (7. sor):
2 o 1o
=" - +-[2
fle) =3 3

3. Hatérozza meg az alabbi transzformalt fliggvényhez tartozo6 idofiiggvényt:
A

Fis)= P
o e re el
A transzformacids tablazatban ez az dsszefliggés nem szerepel, de felbonthaté olyan tényezdk
szorzatara, amelyek kiilon-kiilon mar szerepelnek:

Ap
F(s) =Fl(s) EFQ(S) = (1+Tls)(1+T25) D5(1-+-1T3s)

E szorzatnak idétartomdnyban konvolﬁci(')s szorzat felel meg, tehat:

Al =4l 0l J'f1 ) sl =t)dr,  ahol

Ha pl. A,=2, T1=10sec, T,=20sec, T3=30sec, akkor az iddfiiggvénybe vald behelyettesités

utan a kovetkezd eredményt kapjuk:

U L Lt _tLC
fle) = 2 [.1_10+@e 10 _@e 20 4 900[]10 30 C
—IOH 20 10 20000 © -
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0, -+ ot

_tL

20-—¢ 10 +4¢ 20 -Ze 0L

fli) =282 ¢ 'F
4. Ha egy tomegpontra, amely csillapitatlan rezgdmozgast végez periodikus er6hatast gyakorolnak,

a pont kényszerrezgést végez. Legyen a periodikus gerjesztd erd F=F Osinwgt, ekkor a mozgast leiro

differencialegyenlet:
”+002 =-0 sinw, ¢t
y Y , g

Legyenek a kezdeti feltételek: y(O) =0, )'/(0) =V, azaz a tomegpont kdzépen van. Hatarozzuk
meg a kitérést, mint az id6 fiiggvényét.

Jelenlegi ismereteink szerint ezt a feladatot megoldhatjuk idétartomanyban is, operatoros tar-
tomanyban is. Hasonlitsuk dssze a két megoldasi modszert.

a, A kapott differencidlegyenlet egy alland6 egyiitthatés, inhomogén masodrendli lineéris
egyenlet. Altalanos megoldasat a homogén rész altalanos megoldasanak és az inhomogén egyenlet

egy partikularis megoldasanak Osszegeként kaphatjuk meg. A megfeleld6 homogén (j}+oo2 y :0)
egyenlet megoldasat keressiik y;,=A4sinar+Bcosux alakban™. A kezdeti feltételeket ugyan késobb kell

csak figyelembe venni, de célszerliségi okokbodl ettél most eltériink. Kihasznaljuk, hogy y(0)=0,
ezért a megoldasban cos-os tag biztosan nem lesz, azaz B=0. Ellendrizziik most, hogy y;, valoban

megoldasa a homogén egyenletnek:
V), = Awcoswt, yj, = - A’ sin wr.
Behelyettesitve:
— Aw” sin o + W’ Asinwr = 0.
Lathato tehat, hogy y; valoban a homogén egyenlet megoldasa. Az inhomogén egyenlet egy
partikularis megoldasat keressiik
Y=y, tasinwyt +bhcoswyt = Asin 0¥ +asinWyt +bcosw,
probafiiggvény felhasznélasaval. Az y(0)=0 kezdeti feltétel miatt most is megallapithatd, hogy b=0.
Helyettesitsiik be a probafiiggvényt a differencidlegyenletbe, és rendezziik:
y= — AW’ sin Wt — a(,oé Sin W,

) . . ) Fy, .
— AW’ sin X —awfg SIn Wyt + W Asin @t + wrasin Wyt = “Ogin W, !
m
Fy
asmooto) w ——smoot
m
F,
ol -z )=
m

" A homogén rész megoldasa két egymastol linearisan fiiggetlen partikularis megoldas osszegeként

kaphaté. A differencidl egyenlet partikuliris megolddsat y=eM alakban keressiik, mert ez az egyet-
len fiiggvény, amely aranyos a derivaltjaival. Behelyettesitve a differencial egyenletbe:
NN + WM =00 A +w? =0
)\1 2 =tjw
v =e My, =
Ez két linearisan fiiggetlen megoldas, hiszen c1y+c2y,=0 csak akkor all fenn, ha cy=c,=0. A homo-
gén rész altaldnos megoldasa tehat: y,; = clejwt + cze_jwt

Alkalmazva az EULER-féle formulat: vy = Asinwt + Bcosw¥, ahol A =c¢| +¢,,€s B=¢| ¢,
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F
a= (20 2)
mw” — Wy

Ahogy az varhato is volt, a megoldas egy része (a homogén egyenlet megoldasa) kiesett igy az
egyik paramétert meg lehetett hatarozni. Az egyik (1(0)=0) kezdeti feltételt mar felhasznaltuk, ve-
gyiik most a masikat 4 meghatarozasahoz:

_ Fy,
y = Awcos ¢ + cosw, ¢
( 2 _ 2, g
m\y W
g
Fyw

30) = dw+———E 1 =,

> 2
m|w’ ~ o,
A:V_O— FOOOg
W m wz—wé

Behelyettesités utan nyerjiik a differencidlegyenlet megoldasat:

_Vo .. F Owg . FO .
y=—-SsImwxt-— 5 5 S wr + 7 5 SIn W, 1.
w mu}oo —oog) m(w —oog]
b, Oldjuk meg ugyanezt a feladatot Laplace-transzformacioval. A differencidlegyenlet Lapla-
ce-transzformaltja™ :
F W
SzY(S)—VO +002Y(s):—0 ]72 g 3

m 5T +w,

Ezt Y(s)-re rendezve:

F, w 1 Vv
Y(S):_Ongzmz 2+202'
m g +oog s+ W s+ W

A Laplace-transzformacié tulajdonsagait figyelembe véve az inverz transzformaciot tagonként
végezhetjiik el a tablazat segitségével. Az elso tag visszatranszformaladsat részlettortekre bontéssal is
elvégezhetjiik — ekkor elegendd a kiosztott segédlet — vagy felhasznalhatjuk a kovetkezo kiegészito

Osszefliggést:
1 1 : .
F(s) = (52 +a2)(s2 +b2) 0 fle) = ppEre (asinbt - bsin at)

amellyel az els6 tag inverz transzformaltja:
_ HRow I = Fyw,
oy Tl 0T SNt - ‘ 20 gz) Sin 6X,
E m S +oog)(s +W )E m(oo _(A)g) m\w” — W, |0
a masodik tag inverz transzformaltja a tablazat segitségével
a0 v H_wv .
g 3 0 2D:—Osmoot,
"+’ W
a differencialegyenlet megoldasa tehat:

F, . Fow . vy .
y(t) = 0 5 smoogt— 02 g 5 sin wt + -2 sin wr.
m(wz—wg) maoo —oog) w

Lathato, hogy ezzel a modszerrel is ugyan azt az eredményt kaptuk.

" A kezdeti feltételeket itt kell figyelembe venni!
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7 Atviteli fliggvény

Folytonos, linearis, koncentralt paraméteri rendszerek esetén a rendszert leird differencial-
egyenlet allando egyiitthatos, linedris, k6zonséges inhomogén differencidlegyenlet lesz, melynek al-
talanos alakja:

n
a d v+...+a1%+a0v(t):b —— -t —+Dbyu (19)

" "
ahol u(?) a rendszert érd hatést leiro-, v(¢) pedig a rendszer valaszat leird fliggvény.
Tegyiik fel, hogy v(0) = 0,5(0) = 0,---v" (0} = 0, valamint u(0) = 0,i(0) = 0,---u"Y(0) =o0.
Ezen feltételek mellett allitsuk el6 a differencialegyenlet Laplace transzformaltjat™:
a, " (s)+-+a B (s) +ao I (s) =b,, 3" W(s)+---+b B W(s)+b, W(s) (20)
Kiemelve V(s)-t és U(s)-t:
V(s [t]an 3"+ +a E++a0) =Ul(s) [t]bm 3"+ by [3 +b0).
Az atviteli fliggvény definicio szerint a kimenet Laplace transzformaltja osztva a bemenet Laplace
transzformaltjaval, tehat:
Vis) _b, 3" ++b 3 +b,
OF] ™ a, 57 v Gray o
Ha egy rendszernek ismerjlik az atviteli fiiggvényét, akkor kdnnyen meghatarozhatjuk a kii-
16nb6z06 bementekhez tartozd valaszokat, hiszen:

vis)=xs)wls) (22)

Y(s) =

Problémat csak az inverz transzformacié okozhat, ami nem minden esetben végezheto el.

A rendszer vizsgéalatok sordn tobb un. tipikus vizsgaldjelet alkalmaznak. Ezek koziil most ket-
tonek, az egység impulzusnak (u(7)=0(¢)) és az egységugrasnak (u(¢)=1(¢)) a hasznalatat vizsgaljuk
meg.

7.1 Valasz egységimpulzus bemenet esetén

Ebben az esetben a valaszt sulyfiiggvénynek hivjuk ¢€s a jele w(¢). Az egységimpulzus Laplace
transzformaltja 1, igy a valasz:
wl(s) =Y(s) (23)
Elmondhatjuk tehat, hogy az atviteli figgvény a sulyfiiggvény Laplace transzformaltja.

7.2 Valasz egysegugras bemenet esetén
Ebben az esetben a valaszt atmeneti fliggvénynek hivjuk és a jele v.(f). Az egységugras Lap-

e L .
lace transzformaltja —, igy a valasz:
s

Vils) =) (4

Felhasznalva az el6z6 (sulyfiiggvényre vonatkozd) megallapitasunkat:

Vls) =) e3)

. . dj oy . . 1
Ha f{(t) Laplace transzformaltja F{(s), akkor jj; Laplace transzformaltja s-F(s)-f(-0). A feltételekre azért van sziikség,
hogy az f{(-0) értéke zérus legyen.

Atviteli fiiggvény 13



Tudjuk azonban azt is, hogy ha az operatoros tartoméanyban s-el osztunk, akkor az az idGtarto-
manybeli integralasnak felel meg, igy:
t

valt) = fw i, (26)
0

azaz az atmeneti fiiggvényt a sulyfliggvény integralasaval kapjuk. Természetesen igaz ennek fordi-
tottja is:

dv
wit)=—=%. 27
(1) == @7)
Hasonl6 kapcsolat hatarozhaté meg a — ritkdbban hasznalt — egységnyi sebességugras (#-1(%)),
2
€s az egységnyi gyorsulasugras (% -1(¢)) esetén is:
d3V 2 2
4 /2 = d Vi = dva =W(f) (28)

ar’ dr? dt

8 Példak atviteli figgvény alkalmazasara

1. Legyen a rendszert leir6 differencialegyenlet: T [ +v(t) =K Et(t), és v(O) = 0. Hatarozzuk meg a
rendszer valaszat u(t) = 5(t); l(t); t D](t); sinOf és l(t - T) esetén.
Els6 1épésként allitsuk el a rendszer atviteli fiiggvényét:
Tl Eﬂ’(s) +V(s) =K [ll](s)
V(s) _ K
Uls) 1+713
Ebbdl mar konnyen felirhat6 a valasz transzformalt alakja:

Y(S) =

a, ult)=38¢) O U(s) =1

A tablazat alapjan:

=X o

Y

Példak atviteli fiiggvény alkalmazasara 14



b, uld) =107 0 Uls) =L

S
1
Vs =K 2 1 +7 )
A tablazat alapjan:
-1 U 1 D: _ = it
Saieros
(1) :KE% H—v %0,
0

)\Va

Ellendrzésre felhasznalhatjuk a sulyﬁlggveny és az atmenet1 fliggvény kozotti kapcesolatot:

_E(([%_e_T%: e TH— KE@ T H—E _T

D H DT

Mint lathatjuk, a derivalds eredményeként tényleg a sulyfliggvényt kaptuk.

e, ult)=¢0(¢) O U(s) = Lz

A tablazat alapjan:

W) = [@r@ T +t—TD]H: v, (1)

[ D
Ellendrzésre felhasznalhatjuk azt a tényt, hogy az eredményiink derivalasdval az atmeneti
fiiggvényt kell kapnunk:

t
dvf ﬁ@@'@ T 4f-T EH—K[T[E— T+K 0= K[% g = Va

Mint lathatjuk, a derivalas eredmenyekent tényleg az atmeneti fuggvenyt kaptuk.
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Vt’

0 T t

d, u(t) =sinaz [ U(s) = 3
s+

Mivel a tablazat most nem segit, ezért nekiink kell meghatarozni az inverz fiiggvényt. A V(s)
azonban két olyan fliggvény szorzataként van felirva, amelyek benne vannak a tablazatban. Ilyen
esetben a konvoluciods szorzéssal probalkozhatunk.

A késdbbiekben — mas paraméterekkel — elé fog még fordulni ez a fliggvény, ezért egy altala-
nosabb alak visszatranszformalasat végezziik el:

1 a’
F(s)=——:; G(s)=———
(5)=—> 06) P
f(H)=e*; g(t)=sinat
Alkalmazva a konvoluciot, miszerint:

t
EHFE ) = [fe-D RO
0
esetiinkben az
t
- —a(t—l‘) :
I=(e [inAt dt
|

integralt kell meghatarozni. Mivel ebben a forméban nem szerepel integral tablazatban, ezért ne-
kiink kell meghatdroznunk. Alkalmazzuk a parcialis integralds modszerét y, = e‘“(’ -1) ,€s u =sin0T
helyettesitésekkel:
) g -
) a - —4- st
I = [F———sinat1[] ——Ie ale=1) cosatT dt = -
g ¢ B %%

Ismét parcidlis integraldst kell alkalmazni, de most # = COSQT ;

t
a I
O——J’e alt=1) cosat dr
a al

sinar o el O al-a _ .
I= -—0 cosaT[] +—I—e al=1) Sin0oT dt =
a a E a Q) a 0 a
sinar @ a a’!
= ——Zcosat+—2e_‘” ——2Ie_a(t_T) sin 0T dt
a a a a

Vegyiik észre, hogy a megmaradt integral éppen a kiinduld integralunk, amit /-vel jel6ltiink, ezért:

. 2
sin ¢ a a _ a
= _—200SGZ+—2€ at_—zl

a a a a

1

Példak atviteli fiiggvény alkalmazasara 16



Ebbdl az egyenletbdl /-t kifejezve kapjuk a keresett eredményt:

+ a —at
cosat +— e, (29)

I =
a +a2

sinot —
2 ol +42

O(2+a

1 K
Esetlinkben a = T és T -vel szorozni kell, igy a megoldas a lehetséges kiemelések utan:

t
V(l‘):%ginat—aTcosdt+aTe TE
1+a°T" 7 -

A
Vv

A megoldas helyességét legegyszeriibben a differencidlegyenletbe valo visszahelyettesitéssel
ellendrizhetjiik.

e uld)=1(t-1)0 Uls)=Le™
s
Vis)=K ;eﬂs
s [(]1 +T D‘)
Ha egy visszatranszformalandé fiiggvény ¢~ -el van szorozva, akkor csak azt kell vissza-

transzformalni, ami szorozva van, de ¢ helyett a #-T helyen kell venni a fliggvényt (eltolasi szabaly),
igy a megoldas:

_QH
v(t)=K[§—e r D=va(t—T),
0 0

AV,

0 T T+t t

Példak atviteli fiiggvény alkalmazasara 17



2. Legyen a rendszert leiré differencialegyenlet: v +4 @ +303{¢) = u(t), és v(0) = 0; %(0) = 0. Hataroz-
zuk meg a rendszer valaszat u(t) = B(t); l(t); t Eﬂ(t); sin Q7 €s l(t - T) esetén.
Elso 1épésként allitsuk eld a rendszer atviteli fiiggvényét:
s* ¥ (s)+4B3 W (s)+30(s) =U(s)
Yb)=Vb)= 1 _ 1
U(S) 3+43+s° (1+s)(3+s)

A nevezdében 1évé masodfokll polinomot a gydktényezos alak segitségével szorzat formajaban is fel-
irhatjuk. Ebbdl mar kdnnyen felirhat6 a valasz transzformalt alakja:

_ 1
e
a, ult) =8(t) O U(s) =1
_ _ 1
I

A kiosztott transzformacids tablazatban ilyen alakt fiiggvényt nem taldlunk. Viszont tudjuk,
hogy minden racionalis tortfliggvény un. résztortekre bonthatd az aldbbiak szerint:
W(s) = 1 _a , G
(1+s)3+s) 1+s 3+s
A ¢, c; konstansok meghatdrozasara hasznalhatjuk a 6. fejezet 2. példdjaban bemutatott modszert,
vagy koz0s nevezore hozva, majd Osszeadva a torteket, a szamlalo alapjan felallithatunk egy linearis
egyenletrendszert:

W (s) = 1 _ G & _aBts)te(+s)  GBetey)+s(ete)
(I+s)3+s) 1+s 3+s (1+s)3+s) (1+s)3+s)

3¢, +c, =1 akonstans tagra

¢ +cy; =0 azs-ttartalmazo tagokra

1 1
Az egyenletrendszer megoldasa: ¢ = 5 cy = _E° igy
11 1.1
W(s)=—-EF—-—-EF— (30)
2 I+s 2 3+s
A tablazat alapjan:
g1 go - ,
£ G—0O=e ", ezért
o +s[]
we)==¢ —le_3t
2
0,25 tw
0,2
0,15
0,1+
0,05
t
0 , >
0 1 2 3 4
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s
1
Visl =V =
=)=
Hasonlo6an jarunk el, mint az el6z6 feladatnal a részletszamitasokat mellézve:
v,(s) = ! 4, %9 . 4 :301+S(401+302+C3)+S2(C1+02+03)
s(1+s)(3+s) s 1+s 3+s s(1+s)(3+s)
301 =1

4C1+3C2 +C3 =0

¢ +02 +C3 =0

0 T T T ;
0 2 4 6 t

Oldjuk meg a feladatot masként is. Kihasznalhatjuk, hogy mar ismerjiik a rendszer sulyfiigg-
vényét, és amit keresilink, az az 4tmeneti fiiggvény. Ezen két fliggvény kozott azonban ismert a kap-
csolat:

! A [ R o *ﬂ_Q“ﬁH_l L et 1H
Va(t)—'([w(T)dr—_(])'%e Se QT_E%%% S:%E_EEW e EE_

=1mﬂ—l@ﬁ+l@*’
3 2 6
¢, ult)=¢0() 0 Uls) =L

1
V(S) Va(s) s(1+s)(3+s)
Hasonlo6an jarunk el, mint az el6z6 feladatnal, de mivel itt tobbszoros gyok is van (s=0), ezért az eb-
bdl adddo tortet minden — a gydk multiplicitasanal kisebb — kitevdvel szerepeltetni kell. A részlet-
szamitasokat mellézve:
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1 ¢ c c c
V. = - @00 =2 4%2 4, %3 4
s s*(1+5)(3+s) s +s2+1+S+3+s

_3q +s(3cl +4cz) +S2(4CI +cy 303 +c4) +s3(cl +c3 +c4)
S2(1+S)(3+S)

302:1
3C1 +4C2 =0
4Cl +Cz +3C3 +C4 :O

(4] +C3 +C4 =0

S TS DR SR |
179> 273 BTy Mg
V,(s):—fd+l[-|1—+lml 1!
9 s 3 2 2 1+s 18 3+s
v,(z):—fm(z)+lz+l@"—i@‘3f
9 32 18
A
\"/
1,
0,8
0,6-
0,4-
0,2-
0 T T T T ;
0 1 2 3 4

d
Ellendrizziik a kapott eredményt a% =v,(t) Osszefiiggés felhasznalasaval.

a

s2+0(2

V(S) =

d, u(t) =sinaz [ U(s) =

a 1
JENE () T
A 2.a, feladatnal kapott (30) eredmény alapjan:
a 1 a Bl 1 1
= O—--0
s?+a’ q1+s)(3+s) s?+0’ @ 1+s 23
=lg @ gl g @ gl _lgg-Loy
2 s2+0? 1+s 2 §2+0? 3+s 2 2
Vi(s) és Va(s) hasonld szerkezetii, €s inverz transzformaltjukat altalanos alakban az 1.d, fel-
adatnal mar meghataroztuk, igy (29) alapjan — Vi(s) esetén a=1, V1(s) esetén pedig a=3 — helyettesi-
téseket alkalmazva:

V(s) =

V(t):lBI—zsmat_ = 5 cosar+ Ze_ta‘lﬁizsindt— a Zcosat+—a 26_3t H:
20 +a l1+a l1+a O 2M+a 9+qQ 9+0 [
)
= 32 a ) sinQz — 24G 3 COSGt+lGG—2e_t _lG a ze—3t
(I+a%)O+a“) (+a*)9+a?) 2 1+q 2 9+q
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V(S) - s(l + s;(3 + S) e

Ha egy visszatranszformalando fiiggvény % -el van szorozva, akkor csak azt kell vissza-

transzformalni, ami szorozva van, de ¢ helyett a #-T helyen kell venni a fliggvényt (eltolasi szabaly),
igy a megoldas (2.b, alapjan):

v, (t=T) = % e 1) _% o 4 % 530

A
0,35 Va

0 T T T T
0 2 4 6 t

3. Méréssel meghataroztuk egy rendszer atmeneti fliggvényét:

Y

AVa

10

0 T T T T -

0 2 4 6 8 10

Hatdrozzuk meg a rendszer kozelito dtmeneti fiiggvényét, sulyfliggvényét, atviteli fliggvényét, és a
leir6 differencialegyenletet.
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Els6 1épésként keresniink kell olyan fiiggvényt, amely az dbran lathatohoz hasonlo jellegii.
Leginkabb megfelelonek a 2,b és 1,e megoldasok abraja tiinik. A 2,b-vel az a baj, hogy tul merede-

ken indul, igy valasszuk az 1,e-t.

\"/
T

t

R

0 2.62 ‘ ‘ >
0% 27 4 6 8 10

Az abran vékony vonallal jeldltiik az eredeti, mért gorbét, vastaggal pedig a kozelitést. Jol 1at-
hatd, hogy lényeges eltérés csak az elején van, késébb a kozelitd gorbe vastagabb vonala teljesen el-

takarja az eredeti gorbét.
VA

T

0 T T+t t

Olvassuk le a paramétereket az abrarol: K=10; 1=0,4; 7=2,22. Ezek felhasznalasaval a kozeli-

té atmeneti fiiggvény:
-1 10,4 E
v, (1) = K[%—e r 0 10[%—6 2,22
[ O E
A sulyfliggvény:
10,4
v, _ (0 zﬂe_zz’z
dt 2,22

Az atviteli fliggvény:

1—0,4
Y(S)=£_1QOE|—1 e 22 §=10E—I71 %
g 22 g 1+222

A rendszert leir6 differencidlegyenlet:
V(S ) 10 0,4s

uls) 12225 ¢
2,223 0s) +v(s) =10 @(s) %4

2,22@”(1) =100t -0,4)
dt
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9 Példak konvolucio alkalmazasara

1. Egy rendszer stlyfliggvénye: w(t) =16[¢~% . Hatirozzuk meg u(t ) = sin 2¢ esetén a rendszer vala-

szat, valamint az atviteli fliggvényt.
Alkalmazzuk a konvolucids tételt:
t

= j‘w(z —1) wft)dr = I16e‘2("f) §in 2T dt = 16}@‘2(’_T) Ein 21 dt
A (29) Osszefliggés alapjan a=0=2 helye;)tesitésselz
We) = 16%sin2t - 4_?_ cos 2t +4—i4e_2’ @2 4sin 2t —4cos 2t +4e™
Az atviteli fliggvényt a stlyfliggvénybdl lehet meghatarozni:
1
Y(s) = w(s) = 16m

Ellendrzésként allitsuk eld a rendszert leird differencidlegyenletet, majd behelyettesitéssel
gy6z6djiink meg rola, hogy v(¢) tényleg megoldasa.

s _
u(s) 2+s
sO(s)+20(s) =16 @(s)
W a6 = 160(1)
dt
Behelyettesitve:
8cos 2t +8sin 2/ —8e 2 +8sin 2t —8cos2¢ +8e¢ 2 =16sin2¢ = 16u(r)
1 1 1 .
2. Egy rendszer atmeneti fiiggvénye: v,(t) = 3173 " +— 5 [¢7' . Hatdrozzuk meg u(t) =sint esetén
a rendszer valaszat, valamint az atviteli fliggvényt, a sulyfliggvényt és a rendszert leird differencial-
egyenletet.

a, Tetszo6leges bemenethez meghatarozhaté a kimenet a konvolucios tétel felhasznalasaval, ha
ismerjiik a sulyfiiggvényt. Most az atmeneti fliggvény adott, amelynek derivalasaval azonban a suly-
fiiggvény eldallithato:

p— W =
dt 2 2
Alkalmazzuk a konvolucios tételt:

t t
= [wlr=1)Gft)dr = % Ie‘(f‘T] GinT-e Y Bint dr =
1! 1!
== Ie‘("T) BinT dt—— J'e‘3("f) BinT dt
2 2)

A (29) 0sszefliggés alapjan a=0=1 és a=3, a=1 helyettesitéssel:

vt) =lBI—sint—lcost+le_tH—laisint—icom%ie‘” H:
10 10 0
—B— Es B— B:ost+—e t—— -3 :isint—lcost+le_t—ie_3t

20 10 5 4 20
b, Az atV1teh ﬁlggveny a sulyfuggveny Laplace transzformaltja, igy:
+ -1 —
Y(s)=ws) = 2Bt =ipteles
2 1+s 2 3+s 2 (1+s)(3+s) (1+s)(3+s)
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1, 1 __
¢, A stulyfliiggvényt mar meghataroztuk: w(t) = > rR 5 &~
d, A differencidlegyenletet az atviteli fliggvénybdl kaphatjuk:

v(s) _ 1 _ 1

V) =) T M5B %s)  3+ds4s?

52 O(s) +4s O (s) +30(s) = u(s)

d*v  dv
—+4—+3@(r) u(t)
dt? dt

Ellendrzés: ha a, megoldast a differencidlegyenlet bal oldalaba helyettesitjiik, akkor sin#-t kell
kapni eredményiil:

v(t):isint—lcost+le_’—Le_3t
10 5 4 20
d—=icost —sint——e’’ ie_3t
dt 10 20
d>v 1 . 1 1, 9 3
—— =——sint+—cost+—e ' ——e
dt* 5 20
g Es H 3& 5—43§_ZB‘ e
_+ + = +_ st+[-+—+ =
010 5 10 0 20 20 200

=%sint+0§nost+0@_t +02 > =sint

3. Egy rendszer atmeneti fliggvénye: va(t) = ¢~ +2¢—1. Hatarozzuk meg u(t) =sin2fesetén a

rendszer valaszat, valamint az atviteli fliggvényt, a stlyfliggvényt és a rendszert leird differencial-
egyenletet.

a, Tetszbleges bemenethez meghatarozhatd a kimenet a konvolucios tétel felhasznalasaval, ha
ismerjiik a sulyfliggvényt. Most az atmeneti fiiggvény adott, amelynek derivalasaval azonban a suly-
fiiggvény eldallithato:

Dy wle) =22 +2
dt

Alkalmazzuk a konvolucioés tételt:
t t
W) = J'w(t -1)@(t)dt = I(z -2 @‘2’) [in 21 dt =
0 0

t

! 0 coszTﬁ
=2sin 2t dt -2 J'e‘z("T) Sin 2t dt = 27
0

t
2_[ 20e=1) @in 21 gt =

t
= —cos2t+1 —ZIe_z(t_T) [€in 21 dt

A (29) Osszefliggés alapjan a=0=2 helyettesitéssel:
W(¢) =1-cos2s —ZBlsin 2t —lcos 2t +le_2’ H: 1 —lsin2t —lcos2t —le_zt
nZ 4 4 0 2 2 2
b, Az atviteli figgvény a sulyfliggvény Laplace transzformaltja, igy'

+ts5—s
Y(s)= w(s)——2[:-|2—+— 2522_”) (2+S)

¢, A sulyfiiggvényt mar meghataroztuk: w( ) =20 +2
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d, A differencidlegyenletet az atviteli fliggvénybdl kaphatjuk:
Y(s) = vis) 4 _ 1 '
u(s) s(2+s) 25+

s O(s) +2s O(s) =4 [(s)

d*v  _dv
—+2— =4t
dr*dt ()
Ellenérzés: ha a, megoldast a differencialegyenlet bal oldalaba helyettesitjiik, akkor 4 [Sin 27 -t
kell kapni eredményiil:

w6y =1-Lsin2r - Leos2r - L
2 2 2

@ = —cos2t +sin2t+e ¥

dt
2

% =2sin2¢ +2cos2t —2e 2
t

(2+2)sin2s +(2-2) cos 2t +(-2+2)e™* = 4sin 2t = 4u(r)
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